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RESUMO

Neste Trabalho de Conclusdo de Curso de graduacdo em licenciatura em
fisica apresentamos nossos resultados matematicos e discussfes relativas as

principais ideias e métodos da formulacdo de Feynman da mecanica quantica.

Palavras chaves: Formulacdo de Feynman da mecéanica quéantica, propagador

quantico, métodos perturbativos, regras de Feynman, diagramas de Feynman.



ABSTRACT

In this monograph of graduate degree in physics we present our mathematical results

and discussions about of the main ideas and methods of the quantum mechanics as

formulated by Feynman.

Keywords: Feynman’s formulation of quantum mechanics, quantum

propagator, perturbatives methods, Feynman rules, Graphs of Feynman.



SUMARIO
1. INTRODUGAO. .. .ottt ettt ettt ettt eae sttt et te st e ereesteeaeeeteaneas 9
1.1. Aspectos gerais da mecanica classica e quantica ..............eeeeeeeveevnnnnnnn. 11
2. ASPECTOS DA FORMULAGCAO DE FEYNMAN DA MECANICA QUANTICA
NAO-RELATIVISTICA. ....oeieeeeeete ettt ettt 14
2.1. Soma sobre caminhos e a definicdo do propagador de Feynman ........... 14
2.2. Algumas propriedades do propagador..........cccceeeeeeereeiiiiiiiiieeeeeeeeeeeiiinn 15
2.3. O propagador para uma particula livre 1-dim...........cccccceveeiiiieiiieeeiiiiinn, 17
2.4. O propagador para uma particula submetida a um potencial gravitacional
(] (CE] (PP PPTR 17
PROPAGADOR QUANTICO E A EQUACAO DE SCHRODINGER.................. 19
4. A ESSENCIA DO METODO PERTURBATIVO DE FEYNMAN E UMA
APLICAGAO PARA UMA ‘E.D.O. ..ot 24
4.1. O método perturbativo de Feynman em um contexto simplificado com
uma equacao matricial OrdiNAria ............cccceeeieeeiiiiii e 24
4.2. Resolvendo uma EDO com coeficientes constantes pelos métodos da
1[0 1] o] r= W 11 0 1= Y= | RPN 29
4.3. Aplicacdo do método perturbativo de Feynman a uma EDO com
coeficientes Perturbados. .........coovvviiiiiiiie e 38
5. DEDUCAO FORMAL DAS EXPRESSOES NO METODO PERTURBATIVO DE
e e N Y A 47

6. O METODO DO PROPAGADOR DE FEYNMAN PODE FORNECER
RESULTADOS CORRETOS USANDO UMA FUNCIONAL DISTINTA A ACAO?

............................................................................................................................ 51

7. ASPECTOS ELEMENTARES DA FORMULACAO DE FEYNMAN DA
MECANICA QUANTICA RELATIVISTICA. ....oovoieieiteeeeeceeeeeeee e 54
7.1. O contexto fisico, algumas definicdes e a ‘regra de ‘ouro’............c.uueee. 54
7.2. Diagramas de Feynman e regras de Feynman (para particulas de espin
(ZEIO) e 56

7.3. Aplicacao das regras de Feynman num processo de espalhamento ...... 58

8. UMA NOVA APLICACAO: SOBRE A EQUIVALENCIA ENTRE AS
FORMULACOES DE SCHRODINGER E FEYNMAN NO CONTEXTO DE

NOVAS LAGRANGEANAS .....coe oot 64
(00 [0 M U101 =5 TSRS 65
REFERENCIAS . ...ooe e et e et e e e e et e e e e ettt e e e e e et e e e e e eetr e e e e aeranes 66

APENDICE A oo et e et e e et e e e e e e e e e e e e e e raraan 67



APENDICE B



1. INTRODUCAO

Consistentemente com 0s objetivos estabelecidos no curso de Fisica da
UNIFAP, para a elaboracdo de um trabalho de conclusao de curso de graduacdo em
licenciatura em fisica, foi encarado o desafio de apresentar, de maneira introdutéria,
alguns dos conceitos e métodos gerais da chamada ‘Formulagdo de Feynman’ da
mecéanica quéantica, para logo desenvolver calculos originais completos e célculos
complementares aos que foram encontrados nas referéncias utilizadas; além disso,

foram realizadas discussdes e oferecido esclarecimentos considerados oportunos.

A necessidade de completar o trabalho em dois semestres académicos trouxe
como consequéncia a obrigacdo de identificar os assuntos que seriam incluidos
neste TCC; outros assuntos, possivelmente de similar importancia ou relevancia

ficaram, por isso, de fora.

Do ponto de vista do “por que” da escolha deste tema € importante dizer que,
como consequéncia das limitacbes de ‘tempo e de espago’ no oferecimento e
conteudo, respectivamente, das diversas disciplinas, os cursos de graduagcdo vem-
se na necessidade de limitar-se a determinados assuntos, fato que entre os alunos
pode trazer (geralmente traz) a ideia de que ‘tudo o que poderia ser oferecido (sobre
uma determinada area da fisica) jA foi oferecido’. Esses assuntos, por razdes
pedagogicas, devem ser 0os mais simples ou basicos (que ndo necessariamente
correspondem a realidade em todas as suas caracteristicas), deixando para depois
0s assuntos mais proximos das verdadeiras manifestacdes da natureza, que sdo 0s
mais complexos de se trabalhar, tanto do lado conceitual como do lado matematico.
No caso da disciplina Mecéanica Quéantica, o rito académico consiste em apresentar
aspectos gerais da chamada de ‘formulacdo de Schrédinger a qual baseia-se em
uma equacao diferencial linear em derivadas parciais para um campo complexo,
equacgao que, por sua forma, lembra a equacéo de difusao usualmente apresentada

nos livros de fisica geral; isto é, da fisica linear.

Com relacdo aos processos e fenbmenos quéanticos, ha muitissimos assuntos
de grande importancia sobre 0s quais pouco ou nada poderia ser dito no nivel de
graduacéo. Por exemplo, a mecanica quantica nao relativistica pode ser formulada

também através do enfoque, conceitos e consideracdes de Wigner, em que a fungéo
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de onda depende simultaneamente de variaveis de posicdo e variaveis de
momentum e no que se definem as chamadas distribuicbes de quase-probabilidade,
etc., de amplo uso na Optica Quantica que lida, por exemplo, com fotons isolados.
Pode-se falar também da formulacdo de Feynman, baseada na construcdo de um
operador diretamente estatistico, chamado de ‘propagador quantico’, construido a
partir da Lagrangeana classica correspondente ao sistema considerado e definido
através de uma ‘soma’ adequada, assunto deste TCC. Ainda no caso nao
relativistico, a mecanica quantica mais geral ndo faz uso dos estados puros, senéo
das misturas estatisticas, do operador densidade e permite estudar a dinamica de
sistemas quanticos a temperatura finita ou interagindo com um ambiente. A
mecanica quantica dos atomos e dos processos atdomicos, a Fisica Atbmica, é
também muito importante, assim como os recentes desenvolvimentos nas areas da
Computacdo Quantica e da Informacdo Quéntica. Além disso, temos a mecéanica
quantica para particulas quanticas relativisticas estudadas dentro de um cenério
muito mais amplo e matematicamente mais complexo, onde a dinamica
correspondente esta governada pela equacdo de Dirac, no caso de particulas com
espin % , cujo limite ndo relativistico é, justamente, a equacdo de Schrodinger.
Assuntos e problemas especificos como os relativos aos processos de geracéo,
propagacéo e absorcao da radiagcdo, em termos puramente quanticos, tratam-se na
EletrodinAmica Quantica, superando assim o uso de alguns métodos semi-classicos
para estudar esses mesmos assuntos na Fisica Nuclear, que € a abordagem da
mecanica quantica aplicada especificamente aos nucleos atdmicos e aos processos
nucleares. Nenhum tépico correspondente aos assuntos anteriormente comentados
poderia ser seriamente ou sistematicamente desenvolvido nas disciplinas de
graduacdo de licenciatura em fisica. Desta maneira, um trabalho de conclusdo de
curso € uma boa oportunidade para tomar conhecimento dessa situacdo, desse
contexto geral, e para ter a possibilidade de ganhar um pouco de experiéncia
abordando alguns aspectos basicos desses temas mais elaborados ou aprendendo
a usar e interpretar seus conceitos e métodos em alguma situacéo relativamente

simples que deveria ser identificada ou construida.

Este TCC esta organizado da seguinte maneira: No capitulo 1 oferece-se uma
introducé@o geral e no subcapitulo 1 apresentam-se alguns aspectos principais da

mecanica classica e da mecanica quantica. No capitulo 2 apresentam-se alguns
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aspectos da formulacdo de Feynman n&o-relativistica, incluindo quatro (4)
subcapitulos. Sobre a soma de caminhos e a definicdo do propagador quéantico de
Feynman; algumas propriedades gerais do propagador de Feynman, e
propagadores especificos nos casos de uma particula livre e de uma particula
submetida ao potencial gravitacional na superficie terrestre (um caso de potencial
linear). No capitulo 3 apresentam-se as contas matematicas através das quais
verifica-se que o propagador de Feynman satisfaz a equacdo de Schrddinger. No
capitulo 4 apresenta-se o método perturbativo de Feynman em um contexto ndo
formal através da sua aplicagdo a uma equacdo diferencial ordinaria com
coeficientes perturbados, o que, de um lado, mostra que o método de Feynman néo
€ exclusivo da mecanica quantica, um resultado ja conhecido através da ref. [2]; por
outro lado, simplifica a sua apresentacéo, pois, assim, evitam-se as complicacdes
conceituais fisicas subjacentes a abordagem formal. E importante destacar que a
solucdo comeca transformando a equacédo diferencial ordinaria ndo perturbada em
uma equacdo matricial, para logo resolver ela através dos métodos da algebra
linear. No capitulo 5 deduzem-se formalmente as expressfes perturbativas de
Feynman para distintas ordens da aproximagdo. No capitulo 6 relata-se uma
discusséo significativa baseada em uma mudanca da funcional na expressdo do
propagador de Feynman sendo considerada a funcional de caminho éptico. No
capitulo 7 apresentam-se alguns poucos aspectos da formulacdo de Feynman da
mecanica quantica relativistica: ideias sobre as regras e os diagramas de Feynman
sdo apresentadas no caso de particulas de espin zero, para depois aplica-las a um
processo de espalhamento. No capitulo 8 é visto uma possivel abordagem entre a
equivaléncia da formulagdo Schrodinger e Feynman em um contexto de novas

Lagrangeanas.

1.1. ASPECTOS GERAIS DA MECANICA CLASSICA E QUANTICA

[1] Na mecénica classica, se é conhecida a for¢a total que atua sobre um corpo (de
massa m) para todo instante de tempo e as condi¢des iniciais correspondentes (sua
posicdo e velocidades iniciais) poderemos determinar de maneira precisa seu

comportamento dinadmico para qualquer instante posterior.
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[2] Qualquer medicdo que possa ser feita a qualquer tempo (supondo que novas
forcas ndo venham a atuar sobre a particula) ndo revelara nenhuma informacéo
nova com relacdo ao comportamento dindmico que nao possa ser determinado

diretamente a partir da equacao dinamica correspondente.

[3] Na mecénica quantica, por outro lado, a situacdo é completamente distinta.
Suponha gue conhecermos as interacdes (0 hamiltoniano quéantico) entre a particula
e outras particulas (no seu entorno) para todo tempo e a condicdo inicial
correspondente (a funcdo de onda ¢ para o tempo inicial). Toda essa informacao
nao sera suficiente para nds podermos predizer exatamente o resultado de uma
medicdo particular realizada a qualquer tempo posterior; somente poderemos
predizer as probabilidades de que sejam encontrados os distintos resultados

possiveis.

[4] No contexto da mecénica classica um aparelho de medicdo nao perturba o
estado do sistema fisico sob medicéo; jA com relacdo ao contexto quantico, pode-se
dizer que um aparelho de medicdo perturba o estado do sistema quantico sendo

medido.

Na fisica classica é possivel descrever a dindmica dos sistemas fisicos submetidos a

um potencial V através de uma funcéo Lagrangeana, que € do tipo,

L: R 5 R (1)

com 1+ 2n variaveis independentes. E através da Lagrangeana que se define a
funcional de AcédosS, que atribui a toda trajetéria gq:R™ - R continuamente
diferenciavel que une os pontos ‘tempo-espaco’ (t1,x1) € (t;, x;), com t, > tq,

fixados com antecedéncia, o numero S(x,, t,, x4,t;,q), definido da pela expresséo,

ty
S(xZI tlelJ tll q) = J L(tr CI(t), q,(t))dt (2)

ty
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Perceba-se que em (2) a funcdo L depende de uma variavel independente, t;
logo, L(t,q(t),q'(t)) representa o valor da Lagrangeana para a trajetéria gq
considerada. Pode ser conveniente comentar que a Lagrangeana, assim como a
Acao, sao objetos matematicos que nao estdo associadas com grandezas fisicas, no
entanto, sdo muito Uteis na fisica; a Hamiltoniana, a diferenca da primeira, sim esta
associada diretamente com uma grandeza fisica: a energia. Lembremos que a acdo
tem valor extremal para a trajetéria fisicamente percorrida pelo sistema (seu centro

de massa).

Por outro lado, na mecéanica quantica, dado o potencial V(x,t), postula-se a
existéncia de:

[1] Uma fungéo complexa,
Y: R S C (3)
que deve conter toda a informacgé&o sobre o sistema fisico considerado.

[2] Um operador diferencial espacial, chamado de Hamiltoniano,

h? _
=— <ﬁ> v+ T (4)

em que o potencial atua como um operador multiplicativo (operador diagonal); h e m

)

sdo a constante de Planck e a massa da particula quantica, respectivamente.

[3] Uma equacéo diferencial, chamada equacdo de Schrodinger,

Hy = —ihdp (5)

7

sendo d, é o operador de derivagcdo temporal. As solu¢cdes contém, de maneira

probabilistica, com densidade de probabilidade igual a |1/)|2, toda a informacao sobre

0 sistema considerado.
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2. ASPECTOS DA FORMULACAO DE FEYNMAN DA MECANICA QUANTICA
NAO-RELATIVISTICA

Neste capitulo seguimos as ref.[1] e ref.[3]. No contexto da mecénica quéantica o
propagador é um operador de evolucao temporal que carrega a dindmica do sistema
considerado; assim, dada a funcédo de onda para um determinado instante de tempo,
a aplicacéo do propagador sobre tal funcdo de onda gera uma nova fungéo para um
instante posterior. Propagadores quanticos calculam-se nos livros gerais de
mecanica quantica com independéncia da proposta de Feynman; pois a ideia do
propagador ndo surgiu com Feynman. O que surgiu foi uma abordagem distinta em
que faz uso da Lagrangeana, da Acao e de uma soma sendo “todos os possiveis
caminhos” contribuem para o valor do propagador. Esses assuntos seréo

brevemente apresentados neste capitulo.

2.1. SOMA SOBRE CAMINHOS E A DEFINICAO DO PROPAGADOR DE
FEYNMAN.

Com base na ref.[1] e ref.[3], para um sistema quantico (unidimensional) com
uma determinada configuracdo, para certo instante t,, este estado pode ser
representado por certa funcdo de onda ¢.,, para esse sistema em um instante
posterior t correspondera a uma nova funcdo de onda ¢;, para correspondente
evolucdo dindmica. Pode-se obter como resultado, a aplicacdo do respectivo

propagador sobre a fun¢éo de onda inicial ¢, .
o = K(t, to)‘ﬂto (6)
Para t > t,

Os elementos do vetor ¢, podem ser representados por uma integral de

produto de elementos de uma matriz por um vetor, para infinitos caminhos.

“+oo
(X)) = f K(x, t; xg, to) @, (xo)dxg (7
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Feynman em sua formulagdo da mecéanica quantica néo relativistica propds o
propagador para dois pontos espaco-temporais fixo entre os intervalos de tempos
t >t,, esses pontos espago-temporais fixos podem ser representados por uma
some sobre todos 0s possiveis caminhos g continuos (diferencidvel) que conectam

0S pontos.

i
K(tP X, tOr xO) = Z eﬁs(t’x‘to'xO'q) (8)
q

A somatoéria representa os vetores unitarios no plano complexo, onde sua
fase é representada por uma funcional de acao para todos os possiveis caminhos.

Como a exponencial representa um vetor no plano complexo, a equagéo (8)
possui certa propriedade, sendo o expoente S(q') = S(q) + mh, dessa forma, para 0s

respectivos vetores.
i bef
i@ 4 o15(4) » g (9)

Para uma distribuicdo quase homogénea, para todos os possiveis caminhos,
onde podemos determinar 0s vetores correspondentes em uma vizinhanca de
caminhos classicos, dessa forma quase todos os vetores se anulam, restando
apenas 0s vetores em uma vizinha muito pequena onde a funcdo possui um
extremal, no caso um minimo, que produzira um vetor de maior magnitude, assim
para uma vizinhanca V. onde a funcdo possui um extremal, considera-se a seguinte

situacao.

Z e%S(q) ~ z e%s(ql) (10)
q Ve

Onde g sao todos os caminhos possiveis e V, representa uma vizinhanca

muito pequena onde a func¢do possui um extremal.
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2.2. ALGUMAS PROPRIEDADES DO PROPAGADOR

Com base na ref.[1] e ref.[3], a seguir apresentam-se duas propriedades
relevantes dos propagadores quanticos.
[1] Considerando que a evolugdo temporal de um sistema fisico entre os instantes
de tempo t, e t, pode ser entendida como sendo composta de duas etapas

independentes: a que vai de t, para t; e a que vai de t; para t,, pode-se escrever,

Ktz,to = Ktz,thtLto (11)

com t, < t; < t,. A propriedade anterior € consistente do ponto de vista matematico
e do ponto de vista da interpretacdo atribuida ao propagador. Do ponto de vista
matematico, com relagdo a uma base dada, o propagador pode ser entendido como
uma matriz continua; nesse sentido, a expressdo acima corresponde a um produto
de matrizes continuas que gera outra matriz do mesmo tipo. Do ponto de vista da
interpretacdo atribuida ao K a expresséo acima é consistente, pois, considerando as
condicbes de contorno fixadas nos pontos extremos, ela se interpreta como a
amplitude de probabilidade de que uma particula que esta no instante t, no ponto x,
passe no instante t ao ponto x, 0 que, de acordo com as regras estabelecidas, é
numericamente igual ao produto das amplitudes de probabilidade para dois eventos
gue acontecem em sequéncia e de maneira independente nos intervalos de tempo
t; —ty e t, —t;. Considerando os elementos de matriz correspondentes, pode-se

escCrever,

co

K(ty, x5 t0,%0) = JK(t2;x2}t1,x1)K(t1,x1ito,x0)dx1 (12)

— 00

que € uma generalizacdo para o caso de matrizes continuas a partir do caso com
matrizes discretas.
[2] O propagador quantico comporta-se como uma ‘funcéo’ delta de Dirac no limite

em que t - t,, € escrevemos,

K(t, x; tg, x9) = 6(x — x0) (13)

quando t - t,,
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ou, de maneira explicita,

(0]

0@ = [ oe,Cco) (Jim K, to,x0)) d, (14)

— 00

2.3. PROPAGADOR PARA UMA PARTICULA LIVRE 1-DIM

Seguindo as ref.[1] e ref.[3]. verifica-se que para determinada funcao
Lagrangeana, obtém-se a funcdo acdo para uma particula livre. Para determinadas
condic@es iniciais, sendo os pontos extremos e fixos, com a condi¢cdo de que T > T,
sendo expressa na ref.[1], dessa forma, o propagador para uma particula livre pode

Ser expresso.

m

20 (T — T0)> X exp

(im) (x — x0)? (15)

KO(TI-X)TOIXO) = ( B T_TO

2h

Dessa forma, verifica-se que pela formulacdo de Feynman também se obtém
o resultado que é visto em outras formulacdes onde o resultado ja é conhecido, para
uma particula livre unidimensional, como é expresso na ref.[1], para o0 caso

unidimensional.

2.4. PROPAGADOR PARA UMA PARTICULA SUBMETIDA A UM POTENCIAL
GRAVITACIONAL TERRESTRE

Seguindo as ref.[1] e ref.[3], para uma funcdo Lagrangeana, para uma
particula submetida a um potencial linear, no caso o potencial gravitacional terrestre,
utiliza-se a formulacdo de Feynman para obter o respectivo propagador, que

também é conhecido em outras formulagdes.

Dessa forma o propagador para uma particula submetida a um potencial

linear é descrito por.

m
Ke(T,%,y,To, %o, ¥o) = (W—TO)) %
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im[(x —x0)? + (y — ¥0)?
X exp {Zh T—T, 9 —yo)(T —To)

1
EQZ(T - To)3l} (16)

Assim, 0 propagador para uma particula em um potencial linear é expresso
pela formulacdo de Feynman da mecanica quantica, dessa forma verifica-se que

também obtém o mesmo resultado que ja € conhecido em outras formulagdes.
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3. PROPAGADOR QUANTICO E A EQUACAO DE SCHRODINGER

Neste capitulo seguimos as ref.[3] e ref.[4]. Considere o propagador de

Feynman,

i
K(t, to) = Z e (o) (17)

q

cuja soma é feita sobre todos os caminhos g continuamente diferenciaveis. O efeito
da aplicacdo do propagador K(t + ¢,t) sobre uma funcdo de onda correspondente
ao tempo t € gerar a funcdo de onda para o tempo posterior t + ¢; expressado

matematicamente, temos,

p(t+e)=K(t+¢et)o(t) (18)

Observe que K(t + ¢,t) € um operador; dessa maneira, em uma base dada, tera
uma determinada representacdo matricial. Logo, os correspondentes elementos de

matriz escrevem-se como K(t + ¢, x| t, y),
K(t+et)y =K(t+ex|ty) =

t+€

= z exp [%j L(q)dt| ~ Z exp [% sL(q*)] (19)
q t q

Na expressdo acima, temos usado o teorema do valor médio na integral da
Acado; dessa maneira, e considerando que o intervalo de integracdo € pequeno,
temos conseguido uma boa aproximacgéo para o valor da Acao para toda curva q.
Por outro lado, ainda que de acordo com o postulado de Feynman deva considerar-
se a contribuicdo de todas as curvas para o valor do propagador, a imensa maioria
delas anula-se por pares, de maneira que, efetivamente, somente os caminhos

vizinhos a trajetéria classica contribuem para o propagador. Essa vizinhanca
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significativa tem uma largura da ordem? de #. Por isso, em boa aproximacgéo, pode-

se escrever para a trajetéria classica,

K(t+et)yy =exp [% eL(q*)] (20)

Por outro lado, para a correspondente Lagrangeana, consideramos a seguinte

aproximacao razoavel,

=) (e 25

Dessa maneira, o elemento de matriz do propagador escreve-se como,

im ) e Ey+x
K(t+s,t)xyzexp[ﬁ(y—x) ]Xexp[—%V(t+§;T>] (22)

Com isto, os elementos da funcdo de onda (que pode ser vista como um vetor)

escrevem-se,

p(t+¢ex) zZK(t+s,x|t,y)g0(t,y) (23)
y

O simbolo de soma que aparece na expressao que define o valor do propagador
de Feynman é somente formal; no entanto, ela deve ser realizada de alguma
maneira. De acordo com as expressdes encontradas e as aproximacoes realizadas
a soma supracitada deve ser interpretada como significando a ‘integracdao com

relacdo a variavel y’, onde também deve considerar-se uma constante, que
escreveremos como sendo 1/4, a que, de alguma maneira, carrega a multiplicidade

dos caminhos. Entdo escrevemos,

! De onde se percebe facilmente o significado do principio de Bohr de que tomando o limite # — 0 recuperam-se
expressOes classicas. Neste limite, a vizinhanca considerada ‘colapsa’ em uma {inica curva: a curva percorrida
classicamente.



21

<P(t+€x)~—f [ (y—x)z]x

X exp [— 4 ( ; %)] o(t,y)dy (24)

Na integral acima vamos considerar a seguinte mudanca de variavel: y = x + ¢,
sendo que x tem valor fixo (de onde temos que: dy = d{). Essa mudanca ndo é feita
s6 por fazer; ela tem um propdsito especifico: possibilitar a expansdo de Taylor da
funcdo ¢ ao redor do ponto x. Vejamos isso. Depois de introduzir tal mudanca de

variavel na integral acima se pode escrever,

go(t+sx)—A() j d{exp[—{z]

><exp[——V<t+§,x+§)]<p(t,x+() (25)

No membro esquerdo da equacdo acima vamos fazer uma expanséao de Taylor
da funcdo ¢ até 1° ordem em ¢ e até 2° ordem com relagdo a variavel {. Entdo

temos,

t,x) + 0t 1fd 2%52[1 igv<t+€ +Z)]x
(p(,X) Sat(:x)"’A Ze h 2,x 2

{q)(t x)+c (t x)+3 52 (t )} (26)
Considerando a aproximacéo eV (t + %,x + g) ~ eV (t, x), pode-se escrever,

o(t, x)+e (t x)~—fd(exp[2i€ﬂh(2]x

J J 9] 1_, 9%

Olhando para a expressao acima se pode perceber que é muito conveniente

definir o valor do coeficiente 1/A(e) de maneira que,
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+o00
1 ,
T f exp[%(z]dizl 27)
com isso,
2shm i2ehm
A@) = |-——= |— (28)

Desta maneira, pode-se escrever,

do _ 1 im
ea(t,x) A Efd( exp [EZZ] X

il 1_ 0% ie ic op 1 0%
X{Ca(t,x)+E(2ﬁ(t,x)—%V(t,x)<p—%V<(a+§§2ﬁ (29)

Utilizando as integrais do apéndice A e B temos,

6<p(t ) 1 1 1 9% in +i€V in N 1 ( ieV . ) in2eh
o GO~ a2 zmaz | | TRV || Ta TRV Eene) [T
2¢h 2¢eh 2¢eh

A expressdo acima se pode simplificar considerando o valor de A(e); assim

obtemos,

o ch 0%¢ gV 0%¢ s
—(tx) ~ — = 30
P TACE e ey e T P AR A ACEOL (30)
Tomando o limite € » 0 temos,
) h 0% i
¥ —EW—EV@,XM’ (31)

0 que implica que,
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[— = ———+1V(t,x)<p (32)

Ou também,

h
———— 4 Vo = ih— (33)

Mas, a equacao acima pode ser escrita como,

202

ho
—%ﬁl{(t, to)e(to) + VKo(to) + TaK(t, to)p(ty) =0 (34)

Note-se que ¢(t,) depende de x, mas independe de x. Entdo podemos escrever,

ne azK(tt)+VK(tt)+haK(tt)—0 35
2max2 -0 ST At (35)

Dessa maneira, a equacdo de Schrodinger resulta ser satisfeita pelo propagador de

Feynman.
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4. A ESSENCIA DO METODO PERTURBATIVO DE FEYNMAN E UMA
APLICACAO PARA UMA ‘E.D.O.’

Aqui seguimos as ref.[2], ref.[3] e ref.[4]. O método perturbativo de Feynman
pode ser apreciado fora do contexto quantico, onde se manifesta mais claramente;
isso foi feito na ref.[2] considerando uma equacao diferencial ordinaria (E.D.O.) com
coeficientes inicialmente constantes. A solucdo da equacdo diferencial comecou
transformando ela em uma equacao matricial, para depois fazer uso dos conceitos e
métodos da algebra linear. Na sequéncia, aquela equacdo recebeu pequenos
termos dependentes do tempo acrescentados aos coeficientes iniciais, dessa
maneira obtivemos a nossa ‘equacgao perturbada’ e sobre ela aplicou-se o método
perturbativo de Feynman. A seguir apresentamos o0 método perturbativo de

Feynman no contexto de uma equac¢ao matricial ordinaria.

4.1. O METODO PERTURBATIVO DE FEYNMAN EM UM CONTEXTO
SIMPLIFICADO COM UMA EQUACAO MATRICIAL ORDINARIA

Com base nas ref.[2], ref.[3] e ref.[4], utiliza-se 0 método perturbativo para o
caso mais simples, uma EDO linear.

[1] Consideremos uma equacédo matricial ordinaria (n&o perturbada),

u = Mu (36)

sendo M é uma matriz com elementos constantes e u € um vetor cujas componentes

dependem do tempo, considerada aqui como a variavel independente.

A solucédo da equacéo (36) é, para t, = 0, evidentemente expresso por,

u(t) = eMu, (37)

sendo u, € um vetor cujas componentes estdo definidas pelas condi¢es iniciais

parat = 0. Note-se que et é uma matriz, desde que M seja uma matriz.

A equacao nao perturbada pode também pode ser escrita da seguinte maneira,
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d:u = Mu (38)
cuja solugéo no caso mais geral, para t, # 0, escreve-se como,
u(t) = et-tdMy(t,) (39)
Utilizando as equacgdes (38) e (39) podemos escrever.
(0, — M)et—toMy () =0 (40)
E conveniente definir um operador de evolucéo temporal ) da seguinte maneira,
NO, ty) = 0(t — ty)et—toM (41)

onde O representa a funcdo de Heaviside, com isto, pode-se rescrever a solucdo da

equagao (38) como,
u(t) = N, to)ulto) (42)
Agora vamos derivar a expressao (41), obtendo,
0,1V (t, ty) = 8(t — t)e=tOM + MO(t — to)et—toM
ou também,
9,1 (t, to) = 8(t — tp)et M + MO (¢, ty)

gue pode ser rescrita da seguinte maneira conveniente,

(@, — MO (L, tg) = 8(t — to)e® M = §(t — to)] (43)

onde I representa a matriz identidade.
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As manipulagfes matematicas anteriores tiveram como efeito o poder para

rescrever a nossa equacao inicial nado perturbada da seguinte maneira,

(@, — MV (t, t) = 8(t — to)] (44)
[2] A seguir consideramos o caso perturbado. Seja uma equacao matricial em que os
elementos da matriz correspondente incluem termos perturbados que foram
acrescentados aos elementos da matriz inicial; nesse caso, escrevemos,

u=M+eW)u (45)

sendo que W € uma matriz cujos elementos dependem do tempo e € € um ndmero

suficientemente pequeno, o chamado de ‘parametro perturbativo’.

De modo a resolver a equacgao (45), é conveniente reescrevé-la de maneira

analoga a (44), mas incluindo uma perturbacéo, entdo escrevemos,
(0 = DII(L, to) = 6(t —to)l (46)
sendo A = (M + ¢W). Explicitamente temos,
(0, — M — eW)I1 = 8(t — to)]
ou, reagrupando os termos,
(0, — M)IT = 8(t — to)] + eWTI (47)
A seguir vamos subtrair a equacao (44) da equacao (47), resultando,
@, — M) -1 = ewn

a gue escrevemos explicitamente,
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@, — M) [T1(t,t) =M, t0)| = eW (DTI(L, to) (48)

Como o instante t, é arbitrdrio na equacdo (44) podemos rescrever, sem

nenhum inconveniente, essa equacéo da seguinte maneira,

@, — MNQ(t,t) = 8(t — t)I (49)
parat <t . A identificacéo feita acima sobre a arbitrariedade do instante t, é chave
para este problema; vejamos isso. Multiplicando a equacgéo (49) por eW (t")II(t', ty),
sendo que t > t,, obtemos,

@, — MO (t,)eW (ETI(¢, t) = eW(E(E, to)8(t — t)I (50)

parat, <t <t.

Integrando a equacdo (50) para a variavel t, entre t, e t, temos:

t t
@, — MO (¢, )eW (EON(t, to)dt = f eW(EOT(t, t0)8(t — t)dt
to

to
Sendo que a integracdo acima é realizada com relacdo a variavel t e que a

operacdo de derivacdo parcial é realizada com relacdo a variavel t temos que as

correspondentes operagbes comutam, por isso, pode-se escrever,
t r r ! !
@, — M)f MO ) eW (EOT(t, to)dt = eWBII(L, to) (51)
to

Comparando a equacéo (48) com a equacéo (51) pode-se fazer a seguinte

interpretacdo: o termo TI(¢, ty) — H(O)(t, to) pode ser considerado como o resultado da

integral,

t
f O, ¢t )eW (EHT(¢, to)dt
to
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como consequéncia disso, escrevemos,

t
(e, ty) = MO, t,) + ef @, t YW (t)II(L, ty)dt’ (52)

to
Mas, ainda néo foi resolvida a equagéao (45). Uma solucao para essa equagao
surge olhando para (52) como uma expressao que € parte de um procedimento de

aproximacdes sucessivas.

Nesse contexto, temos que a aproximacgao de ordem ‘zero’, ou simplesmente

‘aproximacao zero’, € a seguinte.
MOt tg) = (L, tp) = eOM  (£> t)) (53)

A ‘aproximacdo um’ escreve-se como.
t ! r r !
D¢, o) = 1O, to) + ef O, YW (OO (¢, to)de (54)
to
A ‘aproximacéo dois’ € a seguinte,
t ! r r !
@ (¢, tg) = 1O, to) + ef (¢, £ )W (NP (¢t to)dt (55)
to
ou, de maneira explicita,

t
NP, te) = N0, tg) + ¢ | Tt YW (t) x
to

tr

X {H(O) (t',ty) + ef o, t"yw('"Hne(e”, to)dt”} dat’ (56)
t

0

Generalizando, para a ‘n-ésima aproximacgao’, temos,
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t
Pt o) = 1O to) + ¢ f n@(, )W (N V(¢, to)dt (57)
to

A aproximacédo sera cada vez melhor conforme estejamos nos aproximando
da situacdo de convergéncia das sucessivas aproximacdes, que se manifesta-se

quando,

e+ — g™ S g (58)
paran — co. Assim, a solugéo da equagéao (45) €,

u =TT (¢, to)u(t,) (59)
em n-ésima aproximacao.
4.2. RESOLVENDO UMA E.D.O. COM COEFICIENTES CONSTANTES PELOS
METODOS DA ALGEBRA LINEAR

Nesta secao seguindo as ref.[2], ref.[3] e ref.[4] vamos resolver uma equacgao

diferencial ordinaria (E.D.O.) com coeficientes constantes, a mesma que ndo tem
nenhuma relagdo com um problema fisico. Sera conveniente transformar aquela
equacao diferencial em uma equacdo matricial, o que sera util na proxima secéo,
pois na correspondente matriz serdo acrescentados os termos perturbativos, ficando
assim em condi¢cdes de se aplicar a técnica de Feynman, que foi apresentada em
um contexto nao fisico na secéo 4.1.
Consideremos a seguinte equacéo diferencial ordinaria com coeficientes constantes.

Y () —6Y (£) + 12Y (t) — 8Y(t) = 0 (60)

com as condic¢des iniciais: Y(0) = ¢;; Y'(0) = ¢y; Y (0) = c3.

Vamos definir um vetor u cujas componentes sao tais que,
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u1=Y; u2=Y;u3=Y
do anterior podem-se estabelecer as relacoes,

u =Y =uy
U, =Y =uj

u, =Y =6Y —12Y +8Y = 6us — 12u, + 8y,

O vetor u escreve entdo como,

U Y
u=\u| = Y’
Us Y"”
Para a condicéo inicial ao tempo t,, temos.
Y (0) €1
u(0) =|Y'(0)|=]c
Yll(o) C3

Depois de derivar a equagéo (62) podemos escrever,

Uy Uy
deu = |up | = U3
u}, 6uz — 12u, + 8uy

0 1 0][u
=10 0 1 U
8

us
A equacéo (64) pode-se escrita, de maneira simplificada,
du = Mu

onde M e a matriz que aparece em (64) ,

0 1 0
M=l0 0 1

8 —-12 6

30

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)
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Multiplicando a equacéo (65) por e~*, temos.

e~tMu' — e tMMu =0

Note-se que M comuta com e *M. Na expressdo acima reconhecemos a

derivada de um produto, entdo escrevemos,

(e7™Mu) =0
gue pode ser integrada diretamente,
e"tMy = q
Em consequéncia,
u(t) = eMq, (67)

Fazendo t = 0 temos,

€1
u(0) =a, = [Cz] = U,
C3

Logo, a solucédo da equacédo matricial (65) tem a forma,
u(t) = eMu, (68)
Note-se que (68) é apenas uma solucao formal, no sentido que ainda nao
temos calculado a matriz exponencial. O mais simples de se fazer nesta etapa é
tentar determinar algumas propriedades da matriz M que possam ser Uteis. Entdo

vamos calcular os autovalores e autovetores da matriz M, Seja a equacdo de

autovalores e autovalores,

MX = AX (69)



32

Explicitamente escrevemos,

0O 1 0]«x X
[0 0 1 [ y | = l[ y ] (70)
8 —12 6llz z
de onde surgem as relacoes,
y = Ax (71)
z=Ay (72)
8x —12y+ 6z =1z (73)

No procedimento usualmente encontrado nos livros de algebra linear, depois
de determinar os autovalores calculam-se, separadamente, para cada autovalor
encontrado, os correspondentes autovetores. Aqui seguimos o procedimento ndo
usual da ref. [2]. Substituindo (71) em (72), temos,

z=A%x (74)
Substituindo (71) e (74) em (73), temos.
8x — 12Ax + 61%x = A3x
de onde resulta,
Bx—62%x+121x—8x =0
x(3—6124121-8)=0

x(1=2)3=0

concluindo-se que A =2 com multiplicidade igual a 3 e x tendo valor arbitrario. O

|-l f

Sendo x arbitrario pode-se escolher para ele o valor x = 1; com isso, temos,

autovetor correspondente,

X =
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1
2] (75)
4

O vetor X € o Unico autovetor linearmente independente da matriz M. Em
consequéncia, a matriz M nao pode ser diagonalizada por uma matriz ndo singular
(se teriamos associado com o autovalor A =2 trés autovetores linearmente
independentes entdo essa matriz seria diagonalizavel). No entanto, de acordo com
um teorema da algebra linear, sabe-se que uma matriz com autovalores distintos
A, 12, ...,A,} e com as multiplicidades {mq,m,,..,m,}, respectivamente, €
semelhante a uma matriz candnica de Jordan.

Para cada autovalor A; de multiplicidade m;; pode-se construir m; vetores
linearmente independentes: §,,¢,,&,.

Para um novo vetor a parti de (75).
(M—ADY = X (76)

Substituindo (66) e (75) na equacéo (76), obtemos.

8 2 22l 3 <DL
g, 6 & ol -

-2 1 0] x] 1
8 —12 4ll z | 4

Resolvendo o sistema de equacgdes para y.

—2x+y=1
—2y+z=2
8x—12y+4z =4
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Assim, temos outro vetor a parti de (66) e (75).

X
y
z 2+2y

0
1] (77)
4

Paray =1

Para um novo vetor a parti de (66) e (77), temos.
M—-ADZ =Y (78)

Substituindo (66) e (77) em (78), obtemos.
0O 1 0 2 00 X 0
2, - 5 ls]-l
8 —12 6 0 0 2 z 4
FER MR

—2x+y=0
—2y+z=1
8x—12y+4z =4

Resolvendo o sistema de equacao para z.

Paraz=1
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0
0] (79)
1

Se (75), (77) e (79) forem linearmente independentes, entdo podemos

construir uma matriz de mesmo tamanho que (66).

k1X+k2Y+k32= 0

1 0 0 0
kl 2 +k2 1 +k3 O]=[0]
4 4 1 0
k1=0
2k1+k2:0
k2=0
4k1+4k2+k3:O
k3=0

Os vetores (75), (77) e (79) séo linearmente independentes.

Sendo uma matriz T que € composta pelos vetores (75), (77) e (79).

T=[x Y Z]
1 0 O

T = [2 1 O] (80)
4 4 1

Se o rank (T) = tamanho da matriz entdo T possui inversa, T~ ".

A matriz inversa a T e dador por.

C[L 0 0
T~ =[—2 1 o] (81)
4 -4 1

A matriz de Jordan €, por construcdo, semelhante a matriz M.



J =T MT

Substituindo (66), (80) e (81) em (82) obtemos,

J=21+4

Separado (83) em duas matrizes obtemos (84).

Sendo.
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(82)

(83)

(84)

(85)

Para um termo exponencial elevado a J (Jordan) e expandindo em Taylor obtemos.

g_N (U N
€= 1n! — Lin!
n=

n=1

Dessa forma, obtemos uma relacdo entre (66) e (83) em sua forma exponencial.

et/ = T letMT

etM = TetdT1

Substituindo (84) em (88), temos.

etM = TetI+A)T1

etM = T2t otAT1

Expandindo em Taylor et e et4, temos.

(86)

(87)
(88)

(89)
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o (2tD)"
2t — ( — 2t — L2
et—z i = Je’t = et (90)
=0
o (tA)" (tA)?  (tA)3 t2A%
A — — R
et —Z =ty ——+ T =I+tA+— (91)

) 0 0 1
A°=10 0 0
0 0 O
Para A" sendon>3,4"-0
1 0 0 01 0 £2 0 0 1
etA=[01O+t001+?OOO]
0 0 1 0 0 O 0 0 O
2
1t v/
2
tA
e —lo 1 ¢ ] (92)
0 0 1
Substituindo (80), (81), (90) e (92) em (89), temos.
1 0 0 t?
otM — o2t 1t /2 1
= 1 oflo 1 t -2 1
4 4 1410 0 1 4 -4 1
1—2t+2t? t — 2t tz/z
tM _—_ 2t
er=e 4¢2 1— 2t — 4¢2 t2 4+t (93)
8t% + 8t —8t2 — 12t 2t*+4t+1

Assim a solucéo da equacéao (68) € dada substituindo (63) e (93) em (68).
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1—2t+2t>  t—2t? tz/z €1
u(t) = e 4¢2 1— 2t — 4¢2 t2 4+t Ca (94)
8t? + 8t —8t2 — 12t 2t*+4t+ 1|

Incluindo as condicdes iniciais de (63)

Uyq Y
u)=|u, [=]Y
U3 YII

1—2t + 2t? t — 2t2 tz/z 1

_ p2t
=€ 4t2 1 — 2t — 4t2 t2 4+t C2
8t + 8t —8t2 — 12t 2t*+4t+ 1| c;

Fazendo o produto de matrizes e utilizando apenas a primeira linha, obtemos

a solucéo da equacéo diferencial linear.
V() = e [cy (1 - 2t + 262) + ¢y (t = 2t2) + 5t /| (95)

A expressao (95) é a solugédo da equacéao (60).

43. APLICACAO DO METODO DE FEYNMAN A UMA E.D.O. COM
COEFICIENTES PERTURBADOS

Agora vamos utilizar o método perturbativo em uma EDO, seguimos as ref.[2],
ref.[3] e ref.[4], para o caso perturbado, sendo que ja se sabe a solucédo da equacao
(60) nao perturbado, incorporando o termo perturbado ¢ na equacdo (60), sendo
esse parametro perturbativo ¢ muito pequeno, dentro dos coeficientes da equacéo
(60).

Aplicando os coeficientes perturbados nas constantes da equacéo (60).
Y (£) — (6 + etDY (£) + (12 + €)Y (£) — 8Y(£) = 0 (96)

Em sua forma matricial.
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Up Y
u= U=y (97)
Uz Y"
Com suas condig¢des iniciais.
YO e
up = [Y'(0)| =] o (98)
Y"'(0) c3
Derivando a equacéo (97), obtemos.
ull Y’ Uz
U=1uw(=ty" |= Us
U Yo (6 + et?)uz — (12 + et)u, + 8y
0 1 0 Uy
u' =10 0 1 uz] (99)
8 —12—et 6+ et?llus
A equacdo (99) em sua forma matricial diferenciado.
u =Bu (100)
Separando a equacédo (99) em duas matrizes, temos.
0 1 o0 0 0 ON[%
”0 o 1|+efo o o}}H (101)
8 —12 6 0 —t t2llus
Onde B=A+EW
0 1 0
A=|0 0 1 (102)
8 —12 6
0 0 O
w=l0 0 0 (103)
0 -t t?

Dessa forma a equacéo (100) pode ser escrita em termos de (102) e (103).

u =Bu=(A+&W)u (104)
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A solugéo da equacéo (97) € obtida a parti da equacao (59).
u(t) = NM (¢, to)ug

Sendo M™(t,t,) uma matriz temporal, para encontramos a solucdo da

equacao (97) perturbado, tem-se que resolver a matriz de propagacao temporal.

Como foi visto no capitulo (4.1), equagao (54), em primeira aproximagao.

t
NPV, ) = MO, ty) + € j O, Y W(EHNO, ty)dt

to

Sendo t, = 0, temos.

N9, to) = NV() = e (105)
Sendo que t —t' = g na equacgdo (105), obtemos.
1O, ) = el(=)4) = eton (106)

A equacdo (106) é resolvida analoga a equagéo (68), dessa forma obtém.

2
[1—2g+2g2 g—2g? 9/2 ]

A_ L2

ed —egl 4g? 1-2g — 4g? P49 J (107)
8g°+8g —8g®>—12g 2g°+4g+1

Para a matriz temporal (106) sendo em aproximagao “zero”.

2
OYA A 2[1_2‘(]+2‘(]2 9-29° g/z |
1 (t,t)=e(9)=e9| 4g? 1-2g — 4g? Pty | (108)
| 8g2+8g —8g2—12g9 2g°+4g+1l

Da expressao (103) também temos.
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0 O 0
Wi = [0 0 0 ] (109)
0 —t' (t')?
Para a matriz temporal (106) em aproximagao “zero” temos.
nO(t,¢) =n19(t) =
[ ! ! ! ! —l
1-2t +2(t)2 t—z(t)2 (t)/ |
2t , , ,
¢ | a(t)’ 1-2t —4(t) (t) +t | (110
| 8(t)’ +8t  —8(t) —12¢ 2(¢)" +4¢ +1]
Multiplicando a equacéo (109) pela equacéo (110), temos.
wEHnO (', t) =
0 0 0
0 O 0 l
3
8(t) —8(t 4 "3 (111)
l[8(t) +4(t) ] l ( ) (t,) ] [Z(t) +3(t) ]J
Da equacéo (108) também temos.
H(O) (t, t,) — eZ(t—t,) X
2 2 %
I[1—2(t—1:')+2(t—1:') (t—t)-2(t-t) (t_t)/z ]I
| a(t—t)* 1-2(t—t)—4a(t—t)  (t—¢) +(t—1) | (112)
| 8(t—t) +8(t—t) -8(t-t) —12(t—t) 2(t—t) +4(t—¢t)+1]
Multiplicando a equacéo (111) por (112) obtemos a matriz S.
nQ @, W n@(t, ) =S (113)

Sendo
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S11 S12 Si13
S = 521 522 523 (114)
S31 832 S33

Cada componente da matriz S resulta da multiplicagdo em (113)

Sip = e [4(¢) +(¢)' @ =80 + (¢) (422 — 4) + 22(¢)'| (115)
S1; = e?tx
"6 I\5 N \3 1
[—4(t) — () @t+4) +(t) (-4t +8t+2)—(¢t) <4t2 +2t+§)]
xI . - | (116)
| +(t) (t2+t)—§t2(t) |
Sy3 = et [(t')6 +(¢)’ (% — 2t> + () (2 -30) + %tz(t'f] (117)

Sy =e2[B(¢)" = (¢) (16t +4) + (£) (862 —4) + (£) (462 +40)|  (118)

Sy = et x

ING) 5 4 <3
x[—S(t) £160(8) + (€)' (-8 +8e +10) = (1)’ (8 + 124 3)| o

+(£) 22 + 4t +1) — (£) (2 +¢)

Sy = et [z(t’f — () @at—1) +(¢) (2t — 4t —3) + (£) (3¢ + 3] (20

' 6_ 5 NS 2
5oy e l6(t) () 32t +24) + (£) ' (16¢% + 16t + 16) a2

+(£)’ (862 + 16t + 4)
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[—16(5)6 + () 32t +16) + (£) ' (—16t2 + 28))|
S32 = e“[ —(¢)’ (16¢2 + 40t + 14) + } (122)
(£) (42 + 12t + 6) — (£)(262 + 4t + 1)

Suy = 2t[4(t) —(t) (8t+2)+(t) (41:2 4t—10)] (123)
+(t) (6t% + 12t + 3)

Agora vamos determinar separadamente cada um dos termos por integragao

cada componente da matriz P. Sendo P.

P11 P12 P13
P =Py Py Py (124)
P31 P32 P33
t !
P11=J;)511d(t)
t NN N4, o 2783 /
Pll:J eZt[4(t) +(t) 2—-8t)+(t) (4t° —4t) + 2t*(t) ]d(t)
0
4 1
— p2t |~ 47 4 _— 46
t !
P12=J;)512d(t)
—4(t) —(t) (8t+4)+(t) (- 4t2+8t+2) ,
P12—f 5 1 ) NG
(t) 4t +2t+3 +(t) (t*+¢t)— t (t)
284, 1 7
2t el _ T 46 T 45
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t I
Pis= | Syad
13 fo 13d ()
t N 5 (3 4 3 "3 ,
Pio= [ e |©) + @) (- 2) + (@)@ -39 526 | ©)
0
11
P13 - eZt [mtj _mt6] (127)
t r
Pyy = | Sy1d
21 fo 214 (t)
t
P = [ e [8(¢)" - (£) 6t + 9+ (1) (662 ) + (1)’ (42 + 40)] a (©)
0
P, =e* [—t7 + 1t6 + 1t5] (128)

105 3 5

t
Pzz == J;)Szzd(t)

b fter —8(t)" + 16¢(t) + (£)" (8¢ + 8t + 10) a(c)
22 - ! r !
0 —(t)3(8t2+12t+3)+(t)2(2t2+4t+1)—(t)(t2+t)
8 2 1 1 1
— o2t = 47 246 45 4 44 43
Pp=e [ Tost —st 3t ot 61:] (129)

P23 = J;)Sz3d (t’)
P~ e [2d) — (£) (e — 1 + (€)' (262~ 4 3) + () 322 + 30| ()

2 7 3
Pys=e?|——t" +——=t0 + — 50 t5] (130)

2t
105 60

t
P31 =J;)531d(t)
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t 6(t) —(t) (32t+24)+(t) (16t* + 16t + 16)|
P31=f d(t)
0 +(t) (8t% + 16t + 4)
134 6 36
2t 7 6 4 295 4
Py =e [ Toe! +5t+5t+t] (131)
t !
P32=J;)S32d(t)
r .6 ) 4 2 'I
. |—16(t) +(t) (32t+16)+(t) (—16t +28)—I
P =f eZt 3 2 N2 2 _ d t’
27 (t) (16t +40t,+14)+(t) (4t* + 12t + 6) | (t)
| () (2t* + 4t + 1) |
16 32 1 5 1
— p2t| T 47 S5 T4 T4 T 42

t
P33 =J;)533d(t)

P —fteZt 4(t)° = (€)' Bt +2) + ()" (42 — 4t — 10) + a(c)
3 - !
0 (t)3(6t2 +12t +3)
11 3
2t |~ 47 4 46 5 4
P33 =e [105t +ogtttt +4t] (133)

Sendo a equagédo (96) perturbada com as condi¢des iniciais inclusas na
solucdo para uma matriz temporal (59), em primeira aproximagao, expresso em
(54).

u(t) = IO, tuy = DO, t,) + eP (134)

Sendo a matriz temporal (53) em aproximagao “zero”.
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o 1—2t+2t*  t—2t tz/z
— 2t —
() = e 412 1-2t—42 2+t |~V
8t2+8t  —8t?—12t 2> +4t+1
Vll V12 V13
V = V21 V22 V23 (135)
V31 V32 V33
Substituindo a equacéo (135) e (124) na equagéo (104).
u(t) = [V + ePlu,
Obtemos,
Y,(t) Viin. Viz Vi3 Py P P €1
u@®) =|Y'@O|=4|Var Vaz Vo3|t e[| Pax Py P C2 (136)
Y"'(t) Vag  Vap Vi3 P31 P3p  Ps3 C3

A solucdo da equacéo (96) perturbada com seus coeficientes de perturbacgéo,
a parti de (136) € expresso por.

Y(t) = c;(Viqg + €Pyy) + (Vi3 + €Py3) + c3(Viz + €Py3) (137)

Substituindo (125), (126), (127) e (135) na equacédo (137) a solucéo da
equacao (96) para o caso perturbativo.

4 1
Y — Zt[l_z 22 (_7 _6)]
(t) = cre“t|( t+2t°)+¢ 105t +30t

284 1 7
2t t_2t2 <__t7__t6 _t5>]
teze [( )re(~1st "B T30

2 1 11
+C3€2t [(t /2) + & (E t7 — mt6)] (138)

A solucdo da equacado diferencial perturbado € dada pela expressédo (138).

Dessa forma, mostra-se que utilizando métodos da formulacédo de Feynman, pode-
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se aplicar a um caso mais simples, no caso uma equacao diferencial. Mas a solugéo

nao é exata, o proprio método perturbativo expressa solu¢des aproximadas.
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5. DEDUCAO FORMAL DAS EXPRESSOES NO METODO PERTURBATIVO DE
FEYNMAN

Com base nas ref.[3} e ref.[4], consideremos a expresséo formal que define o
propagador de Feynman correspondente a evolucdo que vai do ponto (t,, x,) para o

ponto (t, x),

i
K(t,x,tg, %) = ) en®xror) (139)
q

A funcional de Acdo pode ser separada em dois termos, sendo que o primeiro
corresponde a Acédo da particula livre e 0 segundo corresponde ao potencial fisico,

da seguinte maneira,

—iS(t,x.to.xO,q) _ [i ]
h = xp |+ S q xp
Z € Ze h ol@)xe

q

h V(t q(t))dt] (140)

Expandindo em série de Taylor a exponencial mais a direita na expressao

acima temos,

Ze%'sa,x,to,xo.q) z hso(q){1+2( )( ft tV(t,q(t))dt>n} (141)

q

dessa forma a expressédo (141), pode ser escrita na forma.

i O t n
K(t, x, to, Xo) — Z eﬁso(q) + Z Z (_ i) eﬁSO(Q) <f V(t, q(t))dt) (142)
q q n=1 h to

Percebe-se que o propagador K pode ser escrito como uma soma de termos,

Lembremos que no método perturbativo de Rayleigh-Schrddinger, usualmente
apresentado nas disciplinas de mecéanica quéantica de graduacdo em fisica, € a
funcdo de onda a que € aproximada sucessivamente; ja no caso do meétodo

perturbativo de Feynman, € o propagador quantico quem é aproximado.
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Determinemos, separadamente, K, e K.

Fazendo n = 1 na somatéria temos,

Ky = (- %)Z £50@ ft tv(t’,q(t’)) dt

q 0

com t, < t < t. Considerando que na expressdo acima a operacao de integracdo e a

soma sao operacdes que comutam pode-se rescrever ela da seguinte maneira,

K, = (_ %) J:Zexp [%( t’L0+ f ,tL())] xV(t,q(t))dt (144)
0 q to t

Para continuar sera conveniente dividir os caminhos g; ou seja, fazer g = g, U

q, como mostrado na figura 1.

q:

X0 q1

v

to t t

Fig. 1. Mostra-se o “truque” para dividir o caminho em caminhos para um tempo intermediario t'.

Com isso, pode-se escrever,

z 0@ _ Z z £150(41) g7S0(a)

q a1 4

expressdo que sera de grande utilidade (esse € o grande truque!). Logo, o

propagador pode ser expresso da seguinte maneira,

= ()| Zew|if o0

XV((,2) ) exp [% ft P (qz)] dx’] dt' (145)
4



50

A integral infinita que aparece em (145) foi incluida porque o propagador tem
que incorporar todos os possiveis caminhos (que sao aqueles continuamente

diferencidveis que unem os pontos extremos fixos).

Também pode-se escrever,
i t oo ., o o , ,
K, = <_ﬁ)f [ Ko(t,x, t,x)V(t,x)Ko(t,x,tg,x9)dx | dt (146)
tg L/ —o0

para o propagador em primeira ordem de acordo com a teria de perturbacfes de

Feynman.

Agora vejamos K,. Vamos utilizar a mesma técnica e o mesmo truque.
Podemos dividir os caminhos de maneira que q = ¢, U g, U gz como na figura 2

abaixo.

9z q3

X0 q1

to t t" t

Fig. 2. Mostra-se o “truque” para dividir o caminho em caminhos para os tempos intermediarios t’ e
t".

Considerando o termo na somatoria que define K(t, x, ty, x,) correspondente

ao valor n = 2 temos,

i\2 ' e[ ot
= L LS ( )J‘ f ! ! 1 " " ’
=|—= 720l
K, ( h) Ze to[ toV(f'Q(t))V(t'q(t ))dt"| dt (147)
q
Para os caminhos q = g; U q, U g3, 0 propagador pode ser expresso como a seguir,

AN i P
Kz =(‘ﬁ)fmdt fwdxqzehso(q”‘/(t'x) x
1



51

i (¢ © i i
x (_E) f dt” f dx”zeﬁs"(qz)V(t”,x”)ZeﬁSO(%) (148)
to

—00
qz q3

ou também,
i t ® r ! r !
Kzz(——M f Ko(t,x, t,x)V(t,x) X
h) )y Jow

X

i t o)
(_ E) f [ f Ko(t,x, t", x") V(" x")Ko (", X", to,xo)dx”l dt”l dx'dt’ (149)
to L/—o0

No olhar da teoria de perturbacbes como considerada por Feynman um
desenvolvimento perturbativo a primeira ordem escreve-se como: K,;, a segunda
ordem escreve-se como: K, + K4; a terceira ordem como: K, + K; + K,; etc. Pode-se

ver que estes resultados correspondem com aqueles mostrados na secao 4.1.
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6. O METODO DO PROPAGADOR DE FEYNMAN PODE FORNECER
RESULTADOS CORRETOS USANDO UMA FUNCIONAL DISTINTA A ACAO?

Nesta secdo seguimos as ref.[3] e ref.[6]. Nos anos 1993 e 1994, o fisico
Holger Valqui, professor na Universidad Nacional de Ingenieria (em Lima) e seu
orientando Armando Acha Quimper suspeitavam que o método de Feynman também
pudesse ser correto no caso de que fossem usadas outras funcionais, desde que
para elas a trajetéria classica fosse uma extremal. Decidiram entdo considerar a
seguinte variante na proposta de Feynman: em vez de usar a acéo, eles usaram a

funcional de caminho 6éptico,

jn. dl (150)

sendo que n € o indice de refracdo, que no caso mais geral pode mudar de ponto a
ponto. Para testar a validade dessa suspeita (e dessa mudancga) decidiram tentar
reproduzir numericamente o padrdo de difracdo correto para particulas quéanticas
(elétrons, fotons, etc.) no ‘experimento’ da dupla fenda, ref.[13]. Aquela mudanca de

funcional levou a considerar termos com a forma,

eI na (151)

nas somas que definem a expressdo do propagador, sendo A 0 comprimento de
onda. Os calculos tedricos e computacionais de Valqui e Quimper mostraram que 0
padrao de difracdo correto podia ser efetivamente obtido desde que, aléem da altura
e do comprimento das fendas, considere-se uma espessura ndo nula para elas? de
maneira que pela regido no interior do volume das fendas passem caminhos

retilineos que se ‘quebram’, vide figura 3.

2 Espessura que sempre é desconsiderada na abordagem formal para o assunto; veja, por exemplo, a
ref. [14].
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\ Um caminho que
\ vira sua dire¢do no
A volume da fenda 2

Fenda 1 \\ Fenda 2

Espessura
da fenda

Tela

Fig. 3. Caminho de Feynman que vira sua dire¢do no volume da fenda 2. Quando Valqui e Quimper
desconsideram os caminhos do tipo mostrada nesta figura ndo é possivel de se obter numericamente

0 padréo de difracdo correto para as particulas quanticas.

Quando a familia de caminhos que apresentam as caracteristicas mostradas
na figura 3 era omitida no calculo numérico do ‘propagador de Feynman’ modificado
nao se conseguia o padrao de difracdo correto. Entdo Valqui e Quimper, com base
nesses resultados numeéricos e considerando que, sob as mesmas condi¢cfes, 0
padrdo de difracdo € o mesmo para qualquer particula quantica, ref.[13], fizeram a
seguinte pergunta: Quando uma particula quantica é lancada sobre um anteparo
com duas fendas, a particula passara (se passa), necessariamente, por uma delas;
entdo, como sabe a particula da existéncia da segunda fenda? Se a particula ‘ndo
tivesse informacao’, através de algum mecanismo, da presenca da segunda fenda, o
padrao resultante seria 0 mesmo que no caso da presenca de apenas uma fenda.
Entdo Valqui e Quimper, lembrando que de acordo com a teoria de perturbacdes de
Feynman, uma particula movimenta-se livremente até que ela interage com o
potencial, num ponto do espago-tempo, para continuar livremente ao longo de outra
direcdo (assim como na figura 3), interpretaram que as particulas que passam
através de uma fenda podem ‘ter noticia’ da presenca da segunda fenda se um

potencial atuasse no interior desta fenda®. Fisicamente, a ideia de um potencial

3 Lembremos que, neste caso, como destaca Feynman, ref.[13], ndo se trata de uma fenda macroscopica feita
num anteparo macroscopico, tratar-se-ia de fendas de dimensdes atdmicas!
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agindo no interior das fendas ndo é inconsistente. Vejamos. Todo potencial fisico
conhecido decai (de acordo com certa lei) com o incremento da distancia; assim, no
caso em que as duas fendas estejam muito proximas, uma particula passando por
uma fenda sentiria intensamente (ou sé sentiria) a presenca da segunda fenda
através do potencial gerado por esta; ja no caso em que as fendas ndo estejam
proximas, o padrdo seria mais parecido com o correspondente ao caso de uma
Unica fenda. No limite, se afastarmos o suficiente a segunda fenda o padrdo de
difracéo resultante coincidira exatamente com aquele para uma unica fenda, o que é
consistente com a ideia de um potencial (gerado pela segunda fenda) que decaiu
completamente a essas distancias e que a particula ndo ‘sentiu’. E conveniente
enfatizar que os comentérios acima ndo demonstram a existéncia desses potenciais
no interior das fendas; trata-se de uma interpretacdo que se mostra consistente com
fatos fisicos. Com relacdo as interpretacdes na mecanica quantica é conveniente
chamar a atencdo do leitor ao fato de que, em alguns casos, interpretacées séo
apresentadas, por descuido ou omissao, como se fossem resultados da mecénica

quantica, ref. [4].

H. Valgui comentou na época, ref.[5], que a validade ou néo da interpretacéo
da existéncia de um potencial no interior de uma fenda somente poderia ser decidida
com base em experimentos. Para esclarecer esse ponto ele diz-se: “Um elétron
langado sobre uma ‘janela’ de dimensbes atbémicas ndo poderia comportar-se da
mesma maneira como uma pedra lancada através de uma janela aberta”. E
acrescentou: “A pedra pode passar sem problemas desde que ndo bata num borde
da janela; jA um elétron deve ter um comportamento distinto e ser afetada pela
Janela’ inclusive se ndo passa perto dos bordes da mesma”. Finalmente, fez a
pergunta: “Se um feixe de luz laser é dirigido paralelamente sobre uma superficie
condutora, manifestar-se-a algum efeito sobre o feixe quando a distancia entre o
feixe e a superficie for diminuida progressivamente, até a ordem de algumas

micras?”. Nado conhecemos a resposta experimental para essa pergunta.
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7. ASPECTOS ELEMENTARES DA FORMULACAO DE FEYNMAN DA
MECANICA QUANTICA RELATIVISTICA

Nesta secdo, com base nas ref.[3], ref.[9] e ref.[10], apresentam-se conceitos
basicos e se estabelece um contexto fisico parcial relativo aos métodos e técnicas
usados na formulacdo de Feynman da mecanica quantica relativistica. Falando
rigorosamente, esta se¢ao poderia ser qualificada como fisicamente limitada (o que
foi inevitavel), além de ser simplificada e superficial; porém, é correta e valida no seu
contexto especifico: possibilitar que um aluno de graduacdo em fisica tenha um
primeiro contato, uma primeira noticia, sobre alguns problemas e métodos usados
na fisica através de outras formulacdes. O leitor ndo deveria esperar encontrar nesta
secao o que poderia ser chamado de ‘material essencial’ sobre esses assuntos, para

isso deveria consultar referéncias apropriadas.

7.1 O CONTEXTO FiSICO, ALGUMAS DEFINIGOES E A ‘REGRA DE OURO’

Nesta subsecdo seguimos as ref.[3] e ref.[10]. Fenbmenos fisicos notaveis

gue se manifestam no nivel microscopico sédo, entre muitos outros:

(i) O decaimento de uma particula elementar em outra (ou em outras) particula(s) e,

(i) O processo de espalhamento de uma particula por outra particula.

O decaimento de uma particula é caracterizado de maneira estatistica através
do conceito de tempo de vida média (r). E a natureza estatistica deste processo a
que justifica a seguinte pergunta: Antes que aconteca de fato o decaimento de uma
particula, qual é a probabilidade de ela decair no proximo intervalo de tempo dt? Os
fisicos definiram entdo o conceito razdo de decaimento (I') para uma particula do
tipo A como a probabilidade, por unidade de tempo, de que qualquer particula A
desintegre-se. Assim, o tempo de vida média resulta ser igual a inversa da razéo de

decaimento,

(152)

1| =
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Com relacdo a um processo de espalhamento define-se a secéo transversal
de espalhamento ou a sec¢édo eficaz de espalhamento (o) como 0 nUmero médio de
particulas que incidem sobre um detector (cuja area exposta corresponde a secao
transversal de um cone) de angulo sélido d{) por unidade de tempo com relacéo ao

namero de particulas que incidiram sobre a unidade de area do alvo por unidade de

tempo,
do = |f (6, 9)|*dQ (153)

Na f (68, ) que é chamada de amplitude de dispersdo e da/d() é a segéo
diferencial de espalhamento.

Por outro lado, lembremos que, no contexto da mecanica quantica, fala-se de
uma transicdo num dado processo a passagem (de um estado inicial em varios
possiveis estados finais) promovida pelas intera¢des: internas, no caso do
decaimento de uma particula, ou as que se manifestam entre as particulas, no caso
do espalhamento. Considerando o caréater estatistico destes processos pode-se falar
da probabilidade da ocorréncia de uma transicdo ou da probabilidade de transicao,
colocado brevemente; e também da probabilidade de transicdo por unidade de
tempo, etc. Particularmente interessante € a razdo temporal de mudanca da
probabilidade de transicdo total (que considera todos os estados finais), a que é
chamada brevemente como razéo de transicdo. Sob certas condicfes, ref. [10], a
chamada de Regra de Ouro de Fermi expressa uma razao de transicao constante, a

gue fica expressa da seguinte maneira,
21
w=—- |A120(E®) (154)

Em que A é a amplitude para o processo considerado, E°éa energia do

estado inicial (ndo perturbado) e o(E 0) € a densidade de estados (ndo perturbados)

finais.

O w na expressao (154) ndo poderia corresponder a I' ou ¢ (pois estes estao

relacionados com determinadas probabilidades e ndo com a mudanca dessas
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probabilidades), mas pode corresponder a dI' ou do, segundo seja o caso. De

acordo com a formulacdo de Feynman da mecanica quantica relativistica, a

7

amplitude A, que aparece na expressdo (154), é calculada através do uso das
regras e dos diagramas de Feynman relevantes; jA a densidade de estados finais,
0(E®), é calculada diretamente, pois ela n&o carrega informagéo sobre a dinamica
do processo. Na seguinte subsecdo vamos apresentar brevemente e de maneira
simplificada as regras de Feynman e descrever o que é um diagrama de Feynman,

comecando pelo segundo assunto.

7.2. DIAGRAMAS DE FEYNMAN E REGRAS DE FEYNMAN (PARA
PARTICULAS COM ESPIN ZERO)

Com base nas ref.[3], ref.[9] e ref.[10], um diagrama de Feynman é uma
colecdo de pontos e linhas que estdo conectadas entre si representando a
propagacédo de particulas (no espaco-tempo) e suas interacdes (consideradas como
sendo instantdneas e atuantes em um ponto, ndo em regides do espaco). As regras
estabelecidas por Feynman colocam em correspondéncia diagramas com
amplitudes de ocorréncia do processo considerado; isso é feito através de
informacdes especificas atribuidas a cada ponto (vértice) e a cada linha (externa ou

interna) do diagrama. Dito com outras palavras pode-se construir uma expressao
analitica para a amplitude A para o processo correspondente, a partir do diagrama, a

uma determinada ordem de aproximacdo, depois de arrumar 0s elementos
atribuidos no diagrama e de efetuar as devidas operacdes. Para cada possivel
diagrama de Feynman gue seja consistente com o processo considerado havera um
termo para a amplitude, de maneira que a amplitude total sera a soma dessas

contribui¢cdes parciais, veja as ref. [8] e ref.[9].

Na ref. [9], que aqui seguimos, é apresentando o método dos diagramas de
Feynman considerando particulas com espin zero, o que possibilita simplificar a sua
apresentacao, pois desta maneira evitam-se as complicagbes matematicas que
surgem quando se consideram processos reais, com particulas carregando espin

distinto de zero. A seguir as regras propriamente ditas.
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Reara I.

Todo diagrama de Feynman tem tantas linhas exteriores (entrantes e salientes)
como particulas iniciais e finais existem no total. Também ha linhas internas. Para
caracterizar adequadamente essas linhas, usar letras distintas para o0s 4-
momentums* das particulas; use, por exemplo, p,,p,,p,, ... , para as particulas ao

longo das linhas exteriores e q,,q,,q5,... para as particulas virtuais ao longo das

linhas internas. Essa notacdo sera assumida aqui.

Regra Il
Associado com cada vértice de um diagrama de Feynman tem-se um fator da forma

—ig, em que [ é o nUmero imaginario e g é a ‘constante de acoplamento’, que esta

relacionada com a intensidade das interacBes que operam entre as particulas. A
quantidade de vértices no diagrama expressa a ordem de aproximacao da teoria de

perturbacdes.

Reara lll.
Associada com cada linha interna de um diagrama de Feynman tem-se um fator da

forma: {i/(qf —meZ)}’ chamado propagador, em que o indice [ corresponde a linha

considerada. As linhas internas correspondem as chamadas de ‘particulas virtuais’.

Regra IV.
Associado com cada vértice de um diagrama de Feynman, em que acontece uma

interagcdo, a energia e 0 momentum totais tem que ser conservados. Isso faz com
gue seja associada uma ‘funcéo’ delta Dirac, com a forma (2n)464(k1 —ky —k3), em
cada vertice (estamos supondo o0 caso particular de trés particulas, em que uma
desintegra-se em duas). O termo k; representa o 4—-momentum da particula i

chegando ao (ou saindo do) vértice.

Regra V.

4 Conceito que é uma generalizacdo do momentum no espaco 3-dimensional. Em geral, chama-se vetor 4-
dimensional ou 4-vetor o conjunto de quatro magnitudes que ao passar a outro sistema de referencia inercial
transformam-se de igual maneira que as 4-coordenadas.
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Associada com cada linha interna de um diagrama de Feynman tem-se ter um fator

1 ~ - . .
da forma, Wd4ql , entdo integre-se sobre 0s momentums internos associados com
s

todas as linhas internas.

Regra VI.
Apagar a ‘funcéo’ delta Dirac que sobra apos a integracdo (incluindo o coeficiente

numeérico do tipo apresentado na Regra IV); o que resultar sera um termo

proporcional a amplitude: —iA.

7.3. APLICACAO DAS REGRAS DE FEYNMAN NUM PROCESSO DE
ESPALHAMENTO

Aqui se repete o exemplo que aparece na pagina 205 da ref. [9], mas aqui os
calculos sdo apresentados de maneira completa e detalhada e colocando
comentarios complementares. Considere o processo de espalhamento A+ A - B +
B, em que as particulas A e B tem espin zero, processo representado na figura 4. O
propésito desta secdo sera calcular a amplitude A de ocorréncia do processo de

espalhamento considerado usando, justamente, o diagrama de Feynman na figura 1.

A A

Fig. 4. Representacdo do diagrama de Feynman.

O diagrama na Fig. 4 apresenta dois vertices, quatro linhas externas e uma

linha interna. De acordo com a Regra | escrevemos p,,p,,p;ep,para 0s 4—
momentums das particulas ao longo das linhas exteriores e g, para 0 4-momentum

da particula virtual ao longo da linha interna. Assignaremos p, para a particula
incidente no lado esquerdo, p, para a segunda particula incidente, p; para a

particula que saem sobre o lado esquerdo e p, para a segunda particula que saem.
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De acordo com a Regra Il escrever um fator total (—ig)z. Com base na Regra Il

escrevemos o propagador (que descreve a particula virtual) como: i/(qz m2c?y
1~ ¢

Regra IV leva a escrever duas ‘fungdes’ delta: (271)464(;91 -p;—q,), € (271)464(;92 +
q, —p,), onde foi considerado uma convengao de sinais para os 4-momentums das
particulas: aquelas ‘que entram’ a um vértice s&o positivas e aquelas ‘que saem’ do
mesmo Vveértice sao negativas. A Regra V leva a integracdo segundo d4q1. O produto
dos termos e a posterior integracdo levam a expressao,
4 .
(=ig)” (273)14 ( q3 _lm%ﬂ) @m)*8*(p, — P53 — q;) X

x (2m)*6*(p, + 4, - p,) (155)

Simplificando temos,

) 1
—ig®(2m* f d'q, ( qz_—mgcz> §'(py—ps—4,)6' (0, +4,~p,)  (156)
1

E conveniente enfatizar que o termo q%, em (155) ou (156), representa o

guadrado do 4—-momentum da particula virtual,

¢ = (Ec/o)* —1, (157)

Por enquanto, vamos desconsiderar o coeficiente numérico na expressao
(156). No integrando de (156), cada uma das ‘funcbes’ delta-Dirac desdobram-se

as duas,

E E, E
x6(=L = (2 =2) x8%(d — B~ 7)) (158)
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E depois de colocar e ordenar explicitamente as integrais temos,

X 53(?_51 - ?_53 - ‘71) x &° (21)1 - (ﬁ4 - ?_52)) (159)
Realizamos primeiro a integracéo entre chaves usando a propriedade integral
(1-dimensional) da delta-Dirac,

f dx'f(x') 8(x' = x) = f(x) (160)
De onde resulta,
( \
. 1 E E E E
fea| e (BB e )
-2y g, |
c c 1 c

X 63(51 — D3~ 61) x &° (‘71 - (54 - 1t_52)) (161)

Agora realizamos a segunda integracdo usando a propriedade integral da
delta-Dirac generalizada para o caso 3 dimensional,

[ @rra 86 - = £ (162)
Resultando,
1 E E E E
"\ B, B2 X6<71_73_(74_72))X63
(2-"2) ~ Gu—p2)? —mic?
X (131 —P3— (Pa — ﬁz)) (163)

Ou, equivalentemente,
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1
- ((p —py)? — m202> X §*(py — p3 — P4 + D2) (164)
4 2 c

Acrescentando os coeficientes que foram deixados de fora, temos,

1 4
X (2m)*8 (p, —p;—p, +D,) (165)

)
(py —p,)" — mic?

Aplicando a Regra VI chega-se a expresséo para a amplitude®,

4 gz< 1 ) (166)
(P4 —D2)?* — m%CZ

Antes de terminar esta breve se¢do da-se mais um passo. Na ref. [9],
continuando dentro do contexto em que sé temos particulas com espin zero,
apresentam-se o0s calculos para determinar a secao diferencial de espalhamento

para duas particulas, no referencial de centro de massa, com independéncia do
conhecimento da amplitude A. A seguir, apresentam-se céalculos e uma expressao
formal para a secdo de espalhamento (o) no referencial de laboratério, para o
diagrama de Feynman considerado na Fig. 4 e usando a expressdo do A encontrada
em (166); essa expressao formal ndo aparece realizada em aquela referéncia, o que

pode ser verificado.

Comecemos escrevendo a expressdo para a razdao de transicao
correspondente ao espalhamento considerado (em que aparece a densidade de

estados finais). Segundo a ref. [9] temos,

> Aproveitamos a oportunidade para chamar a atengéo do leitor para um ‘descuido’ na expressao (6.49), pagina 205, da ref. [9],

em que aparece o termo (p, —p,) em vez de (p, —p,)%. Esse erro, a pesar de ser pequeno, ndo deveria estar presente

naquela referéncia, pois todo bom livro deve fazer jus a um adequado controle de qualidade do material oferecido.
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do = ALRS Qn)*5*(p, + «
a_4[(p1-pz)2—(m1m262)2]1/2 m)*6%(p1 + P2 —P3 — P4)

cd’ps cd3p,
* <2E3(2n) ><2E4(27r)3> (167)

Em problemas deste tipo se tem interesse, por razdes experimentais, apenas

na diregdo em que emerge uma particula, por exemplo, a que chamaremos de ‘3’ no

esquema simbdlico de espalhamento: (1 + 2 — 3 +4). Assim, tem que se fazer a

integracdo completa com relacéo a d3ﬁ4 e a integracdo com relacdo a magnitude de

D3, entdo escreve-se,

hcy? S |A|? "
- (@) E.E 8*(p1 + vy — p3 — Pa)d>Pud’ps (168)
[(Pl Pz)z — (mym, c?)? ] 374

Desconsiderando momentaneamente o fator na frente das integrais e

substituindo a expressao para a amplitude temos,

g5(E1 Ez E; 54)

J

[, - mie @, —mied] (B - B) - 5, -5 - mier

X (P1 + P2 — P3s — Pa)d*Pad>ps (169)

Considerando explicitamente as expressdes para as energias E3 e E, resulta,

o'5(8 4 &~ [omter - 3)F - [t )

2

X 63
1
|3, —mie?) (B," —mie?)]? [ mic2 —,)|" - E—) — (B, —B,)" —mic?

J

X (P4 - (p1+ 02— P3))d3ﬁ4d353 (170)

sendo que se manifesta diretamente a dependéncia de p, e p, no integrando. A

integracdo com relacao a d3g_54 fornece,



1 1
o8+ B e =) (ke - 0, 7,
f 1
c? [(ﬁ:}z - m%cz) ((ﬁl + ﬁz - ﬁ:g)z - miCZ)]Z

1
X T & d3p3
(102> = G + 5~ 32— 2) = Gy =y - mgcz]

X

Assim, chegamos a seguinte expressao formal,

B hc S
= (57) (P2 p2)? — (mymyc?)2] 72

f g% (2 +E2 — [om3e? - 52017 - [(mie? - Gy + 52— 52
X

1 X
2

Cz[(ﬁ32 - m§c2)((ﬁ1 + Py —P3)? — mﬁcz)]

1 R
X T d3p,
([(mzcz - (p1 + 02— D3)2)]Z2 — _2) —(P1 —D3)% — m%czl
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(171)

(172)

onde a integral deve ser realizada sobre todos os possiveis valores da magnitude do

vetor p,. O coeficiente S resulta definido através de fatores de natureza estatistica.
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8. UMA NOVA APLICACAO: SOBRE A EQUIVALENCIA ENTRE AS
FORMULACOES DE SCHRODINGER E FEYNMAN NO CONTEXTO DE NOVAS
LAGRANGEANAS.

Nesta secdo, seguindo a ref.[15], utilizando-se dos conteddos anteriores
apresentados neste TCC, € possivel atacar o seguinte problema: As formulacdes de
Feynman e de Schrédinger da mecanica quéantica ndo-relativistica se mantém
equivalentes no contexto de novas Lagrangeanas? Esse problema esta sendo
abordado por mim como um aluno de IC.

Para a equacgédo de Schrodinger unidimensional, tem-se associado a essa

equacao um determinado Lagrageano £; para um campo.

h% 92 0
Wt op_dg

2m dx2 l ot (173)

Para um novo caso, introduzindo um termo multiplicado pela segunda

derivada da funcdo onda em relacdo ao tempo na equagéo (173), obtemos.

(174)

Para essa nova equacédo tem-se que adaptar a de forma que o Lagrangeano

associado a essa nova equacao, também satisfaz a equacao (173).

Como é visto no capitulo 3, o propagador de Feynman satisfaz a equacao de
Schrédinger, mas se utilizamos a Lagrangeana associado a equacgao (174) sera que

esse Lagrangeana também satisfaz o propagador de Feynman?

Na literatura de Mecéanica Quantica ndo tem sido discutido o assunto de como
fica essa equivaléncia no contexto de novas Lagrangeanas. Espera-se que seja
preservado no caso em que sejam consideradas, ndo as Lagrangeanas ordinarias,

senao Lagrangeanas “n&o padrdes’.



66

CONCLUSOES

No capitulo 2 deste trabalho seguindo a ref.[1] sdo apresentados em forma
resumida os aspectos do propagador quantico pela formulagdo de Feynman da
Mecéanica Quantica e dois casos como o de uma particula livre e uma particula

submetida a um potencial linear.

No capitulo 3 verifica-se que o propagador de Feynman satisfaz a equacao de

Schrédinger.

Também é revidado o método perturbativo em um problema mais simples,
uma EDO linear, seguindo a ref.[2], resolvendo um problema distinto ao da

referéncia, assim aprendendo de uma forma pratica o0 método.

E feita a deducdo forma do método perturbativo para o propagador de

Feynman, obtendo soluc¢des aproximadas.

E apresentado de forma introdutéria & mecénica quantica relativistica com
alguns conceitos e definicdes, algumas regras, também é apresentado de maneira

introdutodria o diagrama de Feynman e uma aplicacdo no processo de espalhamento.

Este trabalho de conclusédo, além de oferecer uma introducédo da formulacao
de Feynman da Mecéanica Quantica, também sera utilizado como base para um
trabalho em andamento de IC com o tema “Sobre a equivaléncia da formulacédo de
Feynman e a equacdo de Schrddinger”. Assim, como sistematicamente € visto na
graduacdo a equacdo de Schrddinger para 0s processos quanticos, este trabalho
tem o fundamento de introduzir a formulacdo de Feynman como complemento na

formacéao do aluno.
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APENDICE A

Com base nas ref.[3] e ref.[4], dada a integral (A1) sua solu¢cdo nao trivial,
sendo a integral (A1) em um plano real, como técnica pode-se expandir de um plano
real para um plano complexo, depois analisando para o plano real, dessa forma,

facilita-se na obtencgéo do resultado para a expresséo (A1)

+ oo

F(a) = f xel® dx (A1)

—00
Sendo a - a + ig , dessa forma, temos

+ oo

F(a+io) = j xelax® g=0x’ gy (A2)
Utilizando a técnica de integracdo por parte que é expresso pela equacao

(A3) na expresséo (A2) e escrevendo suas partes, obtemos,

f udv = uv — f vdu (43)

as partes da integral sdo dados por,

2

u=e%%* (A4)
du = —20xe™ %" dx (A5)
dv = xe'™" dx (46)
v =F(a) (A7)

substituindo as expressodes (44), (A5), (A6) e (A7) em (A3), temos,

F(a+ia)=[e-ffx21~"(a)]f:— f F(a) (—20xe="%"dx) (48)

—00

obtemos a expressao (49).



+ o0

F(a+io) = 20F(a) f xe 9% dx

— 00

Se M(x) = xe~?** que é a funcdo integrando da expressio (49), entio,
M(—x) = —xe~ox’

M(—x) = —M(x)

M é funcgédo impar, dessa forma,

+oo
f M(x)dx =20
Fla+ioc)=0

sendo Yo > 0. Em particular a solugdo da expressao (41) &,

F(a) =0

para o = 0.
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(49)

(A10)

(A11)

(A12)

(A13)

(A14)
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APENDICE B

Com base na ref.[3] e ref.[4], para a expresséo (B1), a solucdo é dado a parti

da técnica de integracéo por parte.

+o00

G(a) = f x3ele® dx (B1)

— 00

Separando a funcdo integrando da expressdo (B1) como esta escrito na

equacao (B2), temos.

+00
G(a) = f x2(xe'™*)dx (B2)
Utilizando a técnica de integracdo por parte como foi expresso na equacao

(A3), utilizando a expressao (A3), e separando por parte a equacéo (B2),

u = x? (B3)
du = 2xdx (B4)
dv = xel™* dx (B5)

+00

v = f xel@ dy =0 (B6)

—00

substituindo (B3), (B4), (B5) e (B6) na equacao (A43), obtemos,

G(a) = [x2(0)]*% - f (0)2xdx =0 (B7)

dessa forma a solugéao de (B1).

G@)=0 (B8)



