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A Deus, a minha familia e
amigos.



“Q grande livro da Natureza esta
escrito em caracteres matematicos.”

Galileu Galilei



RESUMO

Este trabalho de concluséo de curso abordara as equacdes de James Clerk Maxwell (1865), ou
também a chamada teoria unificada dos fendmenos eletromagnéticos, as quais constituem
uma representacdo propria do campo eletromagnético classico. Elas representam expressoes
matematicas de certos resultados experimentais da teoria eletromagnética. Sendo assim, neste
trabalho serdo apresentadas as equacbes de Maxwell, onde se pretende descrevé-las
fisicamente, bem como apresenta-las na forma tensorial. Para isso, sera utilizado como
ferramenta matematica o célculo tensorial. Serd observado que este formalismo conduz
também a uma apresentacdo matematicamente elegante de leis fisicas. Essa referida
abordagem tem reconhecida importancia, pois possui como base tedrica duas das mais
importantes teorias da Fisica na explicacdo dos fendmenos da natureza: a Relatividade (neste
trabalho utiliza-se apenas a Relatividade Restrita) e o Eletromagnetismo. Além disso, seréa
analisado como o tensor do campo eletromagnético se comporta aplicando as transformacGes
de Lorentz.

Palavras chave: Transformacdo de Lorentz; tensor de campo; Calculo Tensorial;

Relatividade Restrita.
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CAPITULO |

1. INTRODUCAO

Os fenbmenos elétricos e magnéticos sempre despertaram a curiosidade do ser
humano e por muito tempo foram considerados e estudados como dois fendmenos de natureza
distinta, sem relacdo entre si. Apenas no século XIX, com a experiéncia de Oersted,
finalmente ficou comprovado que esses dois fendbmenos aparentemente distintos séo na

verdade duas manifestacGes da mesma entidade fisica: o eletromagnetismo.

O eletromagnetismo é uma das bases mais importantes dos fendbmenos da natureza e mais
bem fundamentadas teoricamente. Eis a necessidade de estuda-lo, de explorar suas teorias. As
equacbes de Maxwell, por exemplo, forneceram a melhor descricdo dos fenémenos
eletromagnéticos e proporcionaram a base necessaria para grandes avancos tecnologicos que
as geracdes atuais desfrutam; principalmente no que diz respeito a comunicagdo. Além disso,
mais do que explicar os fendmenos eletromagnéticos, as equacdes de Maxwell também
forneceram uma nova visdo para Optica, uma vez que se descobriu que a luz é uma onda
eletromagnética (formada por oscilagcbes dos campos elétricos e magnéticos). Este momento
da Histéria da Fisica é considerado por muitos como 0 momento mais bonito e mais marcante

desta ciéncia fundamental.

Porém, como se sabe, a teoria de Maxwell do eletromagnetismo era conflitante com o
principio da relatividade de Galileu, no qual se baseava a Mecanica de Newton. Ora, se eram
conflitantes, uma das duas teorias falhava na descricdo da realidade fisica e necessitava de
modificacdo. A Teoria da Relatividade de Einstein surge nesse contexto conservando as
equacdes de Maxwell e estabelecendo um novo principio de relatividade, no qual ndo apenas
as leis da Mecénica sdo invariantes numa transformacdo de coordenadas, mas sim todas as leis

da Fisica.

E, assim como o eletromagnetismo, ela € outra teoria fisica bem sucedida de importancia

merecidamente reconhecida e gerou uma grande revolucdo nas idéias e conceitos fisicos até
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entdo bem consolidados. Um bom exemplo disso € a necessidade de um espago
quadrimensional em troca do espago euclidiano tridimensional. Neste espago com quatro
dimensGes, 0 tempo passa a ser a nova coordenada, e deixa de ser absoluto, constituindo-se o
que se chama de espaco-tempo. Esta idéia de espaco com quatro dimensdes foi proposta pelo
matematico Hermann Minkowski (1864-1909) e forneceu a Einstein a teoria de que precisava:
um espaco néo-euclidiano. As mudancas conceituais foram tais que a Fisica Classica® pode
ser tratada como um caso limite da Teoria da Relatividade de Einstein, ou seja, para

movimentos com baixas velocidades, ou melhor, com baixas energias.

Neste contexto de eletromagnetismo e relatividade restrita, desenvolve-se o presente
trabalho que se trata de uma abordagem bibliografica e tem por objetivo obter o tensor de
campo eletromagnético a partir das equacGes de Maxwell bem como utiliza-lo em algumas
aplicagdes envolvendo o movimento relativo de cargas em referenciais inerciais. Esse tensor
eletromagnético citado acima € uma matriz de dezesseis elementos 0s quais sdo as
componentes dos campos elétricos e magnéticos. Ou seja, 0 tensor agrupa as duas

manifestagdes do eletromagnetismo.

O formalismo matematico utilizado atualmente pela maioria dos fisicos € diferente do
formalismo utilizado, por exemplo, nos séculos XVIII, XIX e inicio do século XX. Os
tensores surgiram de uma maneira considerada recente na historia das ciéncias e sua utilizacdo
para o estudo mais aprofundado da natureza matematica da propria teoria da relatividade e do
eletromagnetismo foi feita pelo ja citado Hermann Minkowski e também por Max Abraham
(1875-1922). Nos trabalhos dos fisicos do fim do século XIX e inicio do século XX, nos quais
foi possivel um formalismo para o eletromagnetismo compativel com o principio da

relatividade, as grandezas eletromagnéticas eram tratadas como vetores.

Dar o tratamento tensorial a teoria eletromagnética sob o ponto de vista relativistico, além
de ser matematicamente elegante, condensa algumas propriedades dos campos elétricos e
magnéticos, a saber: a transformacdo relativistica entre esses campos que permite, por
exemplo, deduzir o campo eletromagnético de uma carga em movimento, dado seu campo
(eletrostatico) em repouso; as propriedades de simetria do campo elétrico e do campo
magnético ja que esse tensor em quatro dimensdes pode ser considerado como composto por

um vetor tridimensional polar (campo elétrico) e por um pseudo-vetor (vetor axial)

' Entende-se por Fisica Cléassica as teorias da Fisica anteriores ao século XX (suas teorias principais sio: A
Mecénica de Newton, a Termodinamica e o Eletromagnetismo); A fisica Moderna, por sua vez, é ap6s o século
XX (principais teorias: as duas Teorias da Relatividade e a Mecénica Quéntica).
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tridimensional ou tensor antissimétrico espacial (campo magnético; e também a existéncia de

invariantes do campo eletromagnético:

B%—E? = invariante

E-B

invariante

Estas duas equacbes ndo tém um significado fisico 6bvio. A invariancia da primeira
equacdao significa que se as intensidades do campo elétrico e do campo magnético sdo iguais
em um sistema de referéncia, eles continuam iguais em outro. Se B > E (ou E > B) em um
referencial em repouso, eles continuam obedecendo a mesma relacdo em um referencial em
movimento. A segunda expressao significa que se os campos elétricos e magnéticos sao
mutuamente perpendiculares em um referencial, isto €, E - B = 0, entdo eles também sao

perpendiculares em outro referencial.

Tais propriedades condensadas na matriz do tensor de campo (o tensor de campo pode ser
representado por uma matriz quadrada na qual cada elemento representa uma componente do
tensor) evidenciam a facilidade em se trabalhar com a notagéo tensorial. Mais que isso, essas
equacdes expressam o fato de os campos elétrico e magnético se manterem perpendiculares
em uma onda eletromagnética transversal. O formalismo da matematica tensorial,
desenvolvido no inicio do século XX, é considerado o mais adequado para representar a teoria

eletromagnética de Maxwell sob a forma relativistica.

E importante perceber também como se deu a evolucdo dos conceitos fisicos. Isto é,
como a forma de expressar matematicamente uma lei fisica foi se modificando ao longo do
tempo até chegar & notacéo atual dos tensores. Por exemplo, Minkowski publicou dois artigos
fundamentais para o desenvolvimento do formalismo quadrimensional do eletromagnetismo.
Em 1908 Minkowski apresentou o artigo Grundgleichngen fur die elektromagnetischen
Vorgange in bewegten Korpern (As equacfes fundamentais dos fendmenos eletromagnéticos
dos corpos em movimento). Neste seu trabalho, Minkowski desenvolve seu formalismo
quadrimensional na forma matricial e o aplica para mostrar que as equacdes da eletrodindmica
se mantém invariantes sob as transformagdes de Lorentz. O segundo trabalho, Raum und Zeit
(Espaco e Tempo), também foi publicado 1908, seis meses ap0s 0 primeiro e é mais
conhecido, tendo sido traduzido para o inglés. Minkowski aplica o formalismo

quadrimensional na teoria eletromagnética argumentando a invariancia das leis fisicas sob
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transformacOes de Lorentz e discute aspectos geométricos associados ao novo formalismo

quadrimensional.

Minkowski estabeleceu as bases de seu novo formalismo partindo da forma quadratica
invariante c?t? — x2 — y2 — z2, onde c é a velocidade de propagacéo da luz no vécuo. As leis
fisicas seriam expressas com relacdo a um espaco quadrimensional com coordenadas x;,
X2, X3, X4, ONde x, € definida com uma coordenada temporal imaginaria dada por x, = it.
As trés coordenadas espaciais e a quarta coordenada temporal sdo modificadas por uma
transformacéo de Lorentz. O eixo dessa quarta coordenada temporal é perpendicular aos trés

eixos espaciais.

As equacdes diferenciais escritas na forma de componentes foram logo substituidas pelos
quadrivetores por Minkowski como a ferramenta necessaria para que as propriedades de
simetria do espaco-tempo aparecessem. Minkowski defendia que a formulacdo quadrivetorial
era necessaria para tornar evidente a invariancia de Lorentz das equagBes que também

descrevem o comportamento de um campo eletromagnético no éter.

Por sua vez, as equacdes da eletrodindmica foram escritas por Minkowski usando o
formalismo de quadrivetores, no qual considerou as grandezas eletromagnéticas como funcdes
de x1, x2, x3, x4. E escreveu as equacbes de Maxwell no formalismo quadrimensional na
forma de componentes, isto €, os campos elétrico (e,,e,,e,) € magnético (m,,m,, m,) sao
escritos como seis componentes de uma matriz antissimétrica de ordem 4x4:

/ 0 m, —m, —iex\
-m, 0 m, —ie,

—-m, 0 —le,
—le, —le, —le, 0

Nota-se nesta matriz que as componentes do campo elétrico estdo na ultima linha e na
ultima coluna, enquanto que as do campo magnético estdo nos demais elementos nao nulos da
matriz. Isto mostra as propriedades de simetria diferentes para os dois vetores. Da forma
como esta escrita a matriz, o campo elétrico possui 0 que se chama simetria polar e o
magnético, simetria axial (para perceber isto, basta trocar o sinal da linha e da coluna

referente a coordenada x).
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Minkowski, em seus artigos, difere dois tipos de vetores: os vetores do tipo | e vetores do
tipo Il. Resumidamente, os vetores do tipo | sdo vetores no espaco quadrimensional — o
espaco-tempo — (na linguagem moderna sdo os quadrivetores) e podem ser expressos como
uma matriz de ordem 4x1. Os vetores do tipo Il sdo aqueles formados pela unido de dois
vetores do tipo | e podem ser expressos por uma matriz de ordem 4x4. Por exemplo,
considerando dois vetores do tipo I, w e s, com quatro componentes, uma vez que se esta no

espago-tempo. O vetor do tipo Il seria expresso entdo pela matriz de componentes:

W3S3 — W3S3; W3S1 — W1S53; W18y — WSy,

W1S4 — WyS1; WS4 — WyS2; W3Ss — WyS3;.

Na linguagem moderna, estas componentes do vetor do tipo Il sdo as componentes de um
tensor antissimétrico de segunda ordem. Max Von Laue, fisico alemdo Foi laureado com o
Nobel de Fisica em 1914, pela descoberta da difracdo dos raios-X em cristais, estudou 0s
artigos de Minkowski e os apresentou de maneira mais didatica; descrevendo as propriedades
dos tensores usando notacdo semelhante a notacdo moderna. Definiu um tensor simétrico
como uma grandeza de 16 componentes com a condigdo de simetria Tj, = Ty; .

E muito interessante expor a teoria eletromagnética sob a forma tensorial para
académicos de graduacdo, uma vez que a teoria de tensores sé é estudada nos cursos de pés-
graduacdo. Este trabalho podera ser utilizado como auxilio aos alunos que estdo estudando a

Teoria Eletromagnética.

Neste trabalho, o segundo capitulo tem como propésito situar o leitor a notagdo utilizada
na relatividade restrita e, supondo que ele ja possua certa familiaridade com esta teoria,
relembrar alguns conceitos relativisticos que sdo utilizados atualmente para descri¢cdo dos
efeitos relativisticos como quadrivetores, espaco-tempo, intervalo entre dois eventos, etc.
Além disso, a transformacdo de Lorentz é apresentada como uma rotagdo dos eixos
coordenados de um espaco de quatro dimensbes sob um angulo imaginario iy = ¢ e esta
rotacdo de eixos sera posta em forma matricial, a chamada Matriz de Lorentz. Ainda no
segundo capitulo, serd estudada a acdo que atua em uma carga que Se move em um campo
eletromagnético. Esta é outra maneira descrever os movimentos dos corpos utilizando 0s
conceitos de Lagrangeana e o principio de Hamilton no lugar das leis de Newton do
movimento. Este capitulo é importante, pois nele a equacdo que dara origem ao tensor de
campo eletromagnético sera desenvolvida.
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No terceiro capitulo, obtém-se o tensor de campo eletromagnético. Cada elemento da
matriz que representa o tensor de campo é calculado de forma didatica. Além disso, é
importante que o leitor tenha em mente as equacfes Maxwell para melhor entendimento do

desenvolvimento do tensor.

A seguir, no quarto capitulo, como resultado, sdo obtidas as equacgdes de transformacdes
dos campos, que revelam como os campos elétrico e magnético se comportam quando ha um
movimento relativo entre dois sistemas de referéncia. Ou seja, pode-se determinar qual a
forma das componentes dos campos em um sistema de referéncia conhecendo-se a forma
desse campo em outro sistema inercial. Ainda no quarto capitulo, algumas aplicacbes de
tensores a teoria eletromagnética serdo apresentadas. Por exemplo, a obtencdo da equacdo da
forca de Lorentz para uma particula carregada em movimento em um campo magnético e o
seu tratamento classico. Isto é, o caso em que o movimento ocorre com velocidades muito

menores que a velocidade da luz.

O quinto capitulo apresenta uma breve conclusédo e discussao dos resultados do trabalho.
Por fim, espera-se deste trabalho a apresentacdo de maneira didatica de conceitos e notacdes
matematicas novas para os alunos de graduacdo, mas que sdo bastante trabalhadas em pos-
graduacdo, por condensarem a notacdo matematica. Este € o caso dos tensores de campo, em
gue uma matriz resume varias propriedades dos campos elétricos e magnéticos e simplificam
a deducdo de diversas equacdes conhecidas da dindmica dos corpos carregados em

movimento.
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CAPITULO 1

2. METODOLOGIA

A realizacdo deste trabalho de conclusdo de curso foi constituida de duas partes. Uma
dedicada a investigacdo dos contetdos, do embasamento tedrico necessario, que foi feito
através de livros, artigos cientificos e em pesquisas na internet. A outra, a parte pratica,

obtém-se a matriz de tensor de campo.

Com relacdo a primeira parte, que foi a mais longa do desenvolvimento para possibilitar
um bom entendimento da teoria e entdo usa-la na Fisica, foi feito primeiramente um estudo
bibliografico com relacédo a transformacéo de coordenadas. Em seguida, realizaram-se estudos
sobre vetores quadridimensionais (incluindo a velocidade e aceleracdo). Logo apo6s, foi
realizada uma revisdo dos conceitos da teoria eletromagnética e da relatividade e finalmente

estudou-se a teoria dos tensores.

A segunda parte consistiu na utilizacdo dos conceitos fisicos e matematicos investigados
para a obtencdo da matriz de tensor de campo eletromagnético, assim como mostrar algumas

aplicacdes e por fim expor conclusdes sobre o tema trabalhado.

Neste trabalho recomenda-se que para um melhor entendimento, os académicos possuam

certa familiaridade dos conceitos em relacdo a Teoria da Relatividade e Fisica Moderna.

2.1.REPRESENTACOES RELATIVISTICAS
Qualquer teoria que descreva a estrutura fundamental da matéria deve ser coerente com a

Teoria da Relatividade. Por isso, uma breve revisao, neste presente capitulo, de alguns pontos

desta teoria sera de extrema importancia para o entendimento do trabalho.
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2.1.1. CONCEITOS BASICOS DE RELATIVIDADE RESTRITA

O leitor ja deve estar bastante familiarizado com o tratamento matematico e as definicdes
conceituais em trés dimensdes como distancia entre dois pontos, vetores tridimensionais,
entre outras. Na Teoria da Relatividade, espaco e tempo passam a ser tratados como
constituintes da mesma entidade fisica: o espago-tempo. Com isso, ao invés de trés
dimensdes, tém-se agora quatro: trés espaciais e uma temporal. E, pois, de se esperar que as

definicbes bem conhecidas citadas acima devam sofrer modificaces.

Inicialmente considere as coordenadas (x,y,z,t) e (x +dx,y +dy,z+ dz,t + dt) no
espaco quadrimensional, ou seja, no espago-tempo. Pode-se generalizar o conceito de
distancia entre dois pontos no espaco? e passar ao conceito de intervalo entre dois pontos®
(ou evento) no espaco-tempo e esse intervalo serd representado por S e um pequeno
deslocamento no espaco-tempo serd um diferencial desse intervalo e sera representado por
ds.

Assim como no espaco em trés dimensbes a distancia se mantinha invariante em uma
transformacédo, no espaco-tempo o intervalo também deve ser invariante (uma vez que a
definicdo de intervalo é uma generalizagdo do caso tridimensional de distancia entre dois
pontos) no caso, a uma Transformacédo de Lorentz que leva de um referencial inercial a

outro qualquer também inercial. Ou seja,
ds'? = ds?
A quantidade dS esta definida matematicamente da seguinte forma:
dS? = ct? — dx? — dy? — dz?
O intervalo também pode ser representado da seguinte forma
dS? = dx? + dy? + dz? — ct?.

Onde ¢ é a velocidade da luz.

2 Algumas vezes durante o texto, quando se fizer referéncia ao espago tridimensional, sera citado apenas espaco;
quando se fizer referéncia ao espago quadrimensional, sera citado espaco-tempo.

* No espaco-tempo fala-se em eventos e ndo em pontos, um evento fica definido pelo lugar e pelo instante em
que ocorre.
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Na verdade as duas formas sdo equivalentes e a escolha de uma ou outra € arbitréria e
varia muito de acordo com os autores de livros cientificos. O resultado da escolha de umas
das notacdes é apenas alguma mudanca na representacdo matematica (como o aparecimento
de um numero complexo ou de um sinal) para a descri¢do de um fenémeno fisico, ou seja, séo
duas formas de se descrever o mesmo assunto e que, no final, as duas formas sdo
equivalentes. Neste trabalho, as duas notacOes sdo utilizadas dependendo de qual seja mais

conveniente, sem prejuizo nenhum ao entendimento do contetdo por parte do leitor.

E como o intervalo entre dois eventos deve permanecer invariante para uma mudanca de

coordenada, tem-se que dS'? = dS?, como foi comentado anteriormente. Ent&o,

ct'’? —dx'? —dy'? —dz'? = ct? — dx? — dy? — dz? (2.1)
Ou ainda,

dx'? + dy'? + dz'? — ct'?> = dx? + dy? + dz? — ct?

Feita a definicdo de intervalos, pode-se ainda classifica-los como dS? >0 (um
nimero real), chamados de intervalos temporais, ou dS? < 0 (um nimero imaginario)

chamados de intervalos espaciais.

Sabe-se, também, do tratamento vetorial em trés dimensdes, que no espaco tridimensional
as quantidades (x, y, z) sdo vistas como as componentes de um vetor cujo modulo é a raiz da

soma dos quadrados de cada componente:
r2 =x%+y? + 22,

Isto significa que o modulo de um vetor tridimensional esta definido de forma positiva.
Quando se quer generalizar para quatro dimensdes surgem alguns problemas, pois o intervalo
ndo esta definido de forma positiva, uma vez que aparece uma subtracdo de quadrados na sua

expressdo. A solucdo é fazer as seguintes definicdes:
X* = (X% x1,x%,%3) = (ct,x,y,2)
X, = (X, X1,X5,X3) = (ct,—x,—y, —2). (2.2)

Onde X* e X, representam o vetor posicdo em quatro dimensdes (isto é, sdo vetores
tetradimensionais, que serdo abordados na proxima sec¢do). Entdo o intervalo entre dois
eventos é o somatdrio de um produto das quantidades de indices superiores e inferiores:

16



3
SZ=ZX”Xu=c2t2—x2—y2—zz

u=0

ou ainda
3
ds? = Z dX“dX, = c2dt? — dx? — dy? — dz? (2.3)
u=0

assim, o modulo de um vetor em quatro dimensdes é feito através de uma operacdo que

funciona de modo analogo ao caso tridimensional do produto escalar.
2.1.2. VETORES TETRADIMENSIONAIS (QUADRIVETORES)

Vetor tetradimensional A* é o conjunto de quatro quantidades A%, A%, A%, A3 que, nas

transformacdes de coordenadas, se transformam segundo as relagdes:

A0+ Z AN AT 20
A= ——; At =—5—; A2 =47 A3 =45,

)2 \2
1-(¢) 1-(¢)
Veja a demonstracdo no apéndice A.

Em um tetravetor, as componentes A* sdo chamadas de contravariantes. Enquanto que

as componentes A, sao chamadas covariantes e valem as relages:
Ay =A% A, = —AY; A, = —A%; A; = —A3.
E o quadrado de um tetravetor é determinado da seguinte maneira:
(A%)?% = (A1) = (AH)* = (&%) = 0. (2.4)
Que também pode ser representado como

(A9 (A% — (ADH(AY) — (A*)(4?) = (A)(A*) =0
3
APAg + AMA; + APAy + APA; = Z A% A,
u=0

E muito comum usar a convencio de se subentender o simbolo de somatério quando se tém
indices que se repetem duas vezes como na equacdo acima. Esse processo se chama indices
mudos, ou ainda convencao de Einstein.

17



2.1.3. TRANSFORMACAO DE LORENTZ COMO UMA ROTACAO DE EIXOS
COORDENADOS NO PLANO COMPLEXO.

Agora, serdo obtidas as formulas de transformacéo relativistica partindo da condi¢do de
que o intervalo entre dois eventos é invariante. Vale lembrar que o intervalo pode ser
considerado como a distancia entre dois pontos de universo correspondentes no sistema de

coordenadas quadrimensional.

Em consequéncia disso, pode-se dizer que a transformacdo buscada deve conservar todas
as distancias no espaco 4-D. Ora, as rotacfes conservam as distancias. Entdo é conveniente
pensar que a transformacdo a ser encontrada pode ser representada matematicamente como

uma rotacdo do sistema de coordenadas.
Ja foi definido anteriormente que
S? = x? + y% + 2% — c?t?

e mais, podem ser definidas também as coordenadas espaciais dos sistemas da seguinte

maneira:
x*=X{, y*=X; z*=X;  —c*tP=X;
entdo pode-se escrever
§% = X{ + X7 +X§ + XZ.

Ou seja, ha a presenca de uma componente imaginaria nas coordenadas espaciais. 1sso
pelo fato de o intervalo estar negativamente definido, como foi comentado anteriormente. Isto

€,
—c?t? = X? - X, = ict = iX,

Conside a seguinte rotacdo num plano (onde somente uma coordenada espacial, Xy, e
uma temporal, X,, estdo representadas para facilidade de entendimento) sob um angulo

imaginério iy = ¢ como na figura.
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X'y

Figura 1. Rotagdo em um plano complexo sob um angulo imaginério.

Primeiramente, da Figura 1, pode-se tirar que (veja o apéndice B)

{Xi = X{cos@ + X, sing
X; = X, cos@p — X;sing

{Xi = X cos@ + ictsing
ict' = ictcos@ — X, sing

cos @ = cos iy = coshyp

Mas deve-se lembrar que {sin © = sin iy = i sinh

Substituindo estes resultados nas equacgdes acima:

{Xi = X; coshy + ictisinhy = Xi = X; coshy — ctsinhy
ict' = ict coshy — X;isinhy = ct’ = ct coshy — X; sinhy’

Pode-se escrever ainda da seguinte maneira:

' X
t = tcoshlp—zsinhlp
x = xcoshi — ct sinhy
k y =Yy

Z =2Z

(2.5)

Se a Transformacdo de Lorentz pode ser obtida dessa rotacdo no plano, entdo € de se

esperar que as equacdes acima sejam as proprias equacdes da Transformacéo de Lorentz. Isto

quer dizer que se deve determinar o angulo ¢, o qual pode depender somente da velocidade

19



relativa V entre dois sistemas de referéncia. Assim sendo, considera-se dois sistemas de
referéncia k e k' em movimento relativo. Adota-se 0 movimento da origem do sistema k' em

relagdo a origem do sistema k com velocidade relativa V. Nessas condicdes x = 0 e tem-se:

x = xcoship — ctsinhiy, sex = 0:
x coshy = ctsinhy

x _ sinhy
ct coshy

= tanhy

V
tanhIIJ:?:ﬁ

mas lembrando das relacdes trigonométricas,

1
J1— (tanh)?

coshy =

isto é,
(2.6)

= sinhy) = —coshy) = By (2.7)

onde se chama 8 =

v 1
Y=

Substituindo as equacdes (2.6) e (2.7) em (2.5) tem-se:

(. X (. ( |74 )
t =ty —— = -
| 14 Cﬁ)/ t =y(t-2x
X =xy—ctfy = { x =y(x—"Vt) (2.8)

y =y y =y
zZ =7Z Z,:Z

Esta é, portanto, a transformacdo que se procurava. Pode-se ainda colocar as equagoes

(2.5) na forma matricial:

Xo' coshy —sinhy 0 0\ /Xo
Xy —sinhy coshy 0 0| X;
= 2.9
X5 0 0 1 0]\ X2 29
X 0 o 0 1/ \x
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(X(')zct' Xy =ct

X, =x' X1 =x

onde ; , e .
iX2=y X2=y
Xé=z’ X3 =12z

A primeira matriz do segundo membro da equacéo (2.9) é a chamada Matriz de Lorentz.
Pode-se escrever assim:

coshy —sinhy 0

—sinhy coshy 0

1

0

0 0
0 0

o O O

nos proximos capitulos a Transformacédo de Lorentz serd mais abordada. Vale ressaltar o fato
de ela poder ser interpretada como a rotacdo de um sistema de coordenadas no espaco

quadrimensional, com uma coordenada imaginaria em torno da origem considerada fixa.

Agora, serd apresentado o estudo de uma carga em movimento em um campo

eletromagnético sob o ponto de vista do conceito de acao.

2.2.ACAO TETRADIMENSIONAL CLASSICO-RELATIVISTICA DE UMA CARGA
EM CAMPO ELETROMAGNETICO

Agora neste capitulo, serdo abordados alguns conceitos importantes e muito trabalhados
na Fisica, principalmente em problemas da Mecéanica Classica. Uma leitura cuidadosa é

indispensavel para bom entendimento do texto.

2.2.1. RESULTADOS PRELIMINARES
2.2.1.1.VELOCIDADE QUADRIMENSIONAL

Lembrando que tempo e espago sdo constituintes da mesma entidade fisica, o espaco-
tempo, pode-se dizer que velocidade é, pois, adimensional e é definida de maneira andloga ao
caso de trés dimensdes. Isto é, a razdo do quadrivetor posicdo pelo intervalo entre dois

eventos é:

Ut =—, u=0,1,2,3 (2.10)

dr? v2 ,
mas dS =./cZ(dt)2—dr? = \/(1 -5 (dt)z)cz ()2 =cdt [1-%, onde v ¢ a

velocidade ordinaria da particula, isto €, a velocidade com a qual esta se movendo.
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Lembrando que
X% = (ct,7) = dX¥ = (cdt,d7)
dx*  (cdt,dv) 1 v \

s [ 2 2 )
cdt 1_C_2 \/1_C_2 C\/l_C_Z

Note que velocidade quadrimensional € um quadrivetor unitario, pois 0 médulo do vetor

~UY =

posicdo X* é o proprio S.

dX,dx*

dX,dX" = dS* > —=

=15 U,U" =

2.2.1.2.ACELERACAO QUADRIMENSIONAL
E definida de modo analogo ao do caso tridimensional por:

_d*xt  dut

w2 27
w ds? ds

(2.11)

2.2.2. ACAO TETRADIMENSIONAL DE UMA PARTICULA LIVRE

Para a solucdo de problemas de Mecanica ndo existem apenas as leis de Newton. Ha
outros desenvolvimentos matematicos que possibilitam descricbes das leis da natureza e
chegam aos mesmos resultados, porém, dependendo do problema, essa descricdo pode ser
mais facil ou ndo. A saber, tem-se o desenvolvimento Lagrangeano e o Hamiltoniano da
Mecanica Classica. O primeiro utiliza-se de uma funcdo escalar chamada Lagrangeana
(representada pela L) que é uma funcdo das coordenadas generalizadas, das velocidades
generalizadas (primeira derivada das coordenadas generalizadas) e do tempo. Para entender
este formalismo lagrangeano é preciso entender primeiro estas defini¢des. Coordenadas
generalizadas sdo todas as coordenadas necessarias para a localizacdo de uma particula ou um
sistema de particulas. Por exemplo, para localizar um corpo rigido (sistema cuja distancia
entre duas particulas quaisquer se mantém sempre a mesma, Ou Seja, € uma constante)
precisa-se de seis coordenadas generalizadas. Que podem ser trés coordenadas (x, y, z) para a
localizacdo de um ponto qualquer do corpo rigido e mais trés angulos (6, ¢,) para a
orientagdo do corpo rigido em relacdo a este ponto. Entdo, essas seis coordenadas
(x,v,2,0,¢,9) sdo suficientes para localizar um corpo rigido no espaco. Podem-se chamar
genericamente essas quantidades de g;, onde neste exemplo i = 1, 2, ..., 6. Essas coordenadas
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recebem o nome de generalizadas porque podem ou ndo possuir relagdo com os sistemas de

coordenadas usuais.

Estes conceitos sdo importantes para o desenvolvimento e entendimento do chamado
principio de Hamilton, também conhecido como principio da minima acdo. Como foi falado
no inicio do capitulo, aqui sera desenvolvida uma formulacdo da mecéanica diferente da
mecanica newtoniana, aqui sera utilizada a formulacdo lagrangeana. E um dos principios
bésicos da mecénica lagrangeana é o conceito de acdo. A Mecénica Lagrangeana afirma que
para cada sistema mecanico existe certa integral que é chamada de acdo (que sera
representada aqui pela letra S, em negrito para ndo confundir com o S de intervalo entre dois
eventos), a qual possui um valor minimo. Além disso, ela deve ser um invariante para uma

transformacéo de Lorentz. Tal integral tem a forma
b
S = —af ds, (2.12)
a

onde a é uma constante caracterizando a particula.

A acdo também pode ser calculada por uma integral com relagédo ao tempo:

D jtzLdt. (2.13)
t1
Onde o coeficiente L é a Funcdo Lagrangeana da particula ou do sistema de particulas. O
sentido fisico da acdo pode ser interpretado como o impulso de uma forca durante
determinado deslocamento S. Esta interpretacdo vem da andlise das unidades de acdo,
unidades de energia (da lagrangeana) e do tempo.

Na equagéo (2.12) a integral fab é ao longo da linha de universo da particula livre, isto

é, entre dois pontos particulares de evento (a posicao inicial e final da particula definidas nos

tempos t; e t,).

Sabe-se que

onde v é a velocidade da particula. Substituindo em (2.12):
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Para se conhecer por completo a Lagrangeana da particula, e, portanto, seu estado de

movimento em um tempo posterior, precisa-se ainda saber qual a forma que a possui. Para

1
v2\2

L=—ac<1——2>
c

para valores de v < c, pode-se escrever expandindo o termo entre parénteses

iSs0, ja se sabe que

Desprezando 0s termos que possuem expoente superior a 2, pois seus valores sdo muito

pequenos comparados aos dois primeiros termos da expansdo tem-se

ac v? a v?

L~ —-ac+ Sz —ac +§? (2.14)

Os termos constantes da Lagrangeana ndo afetam a equacdo de movimento da particula ou do

sistema de particulas e podem ser omitidos. Omitindo ac de L e comparando com a forma

2
classica da energia cinética* (L = %) percebe-se sem problemas que

a
m=—=—a=mc.
c

Agora pode-se escrever a equacgao (2.12) assim:

b
S = —mcf ds (2.15)
a

* Lembrando que a Lagrangeana de uma particula é dada por L = T — U, e para uma particula livre U = 0 (U =
energia potencial e T = energia cinética).
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e a Lagrangeana é

E interessante e muito (til reescrever todas essas equacdes, obtidas até entdo, na forma
quadrimensional, pois a relatividade se faz num espaco de quatro dimensdes. Isto é possivel

utilizando o principio de Hamilton. Isto &, a variacdo &S deve ser nula
b
6S=—mc6f dSs =0
a
relembrando que dS? = dX,dX*, entdo

b ds
68 = —mcéf dX,dX% - —

a ds
5S = _mos fb dX,dx* fb dX,6dX"
= —mc T = —mc ) S

b

- 08 = mcf U,6dXx"
a

e dai pode-se dizer também que
b
S = mcf U,dx (2.16)

a

2.2.3. ACAO TETRADIMENSIONAL DE UMA CARGA QUE SE MOVE EM UM
CAMPO ELETROMAGNETICO

A interacdo entre particulas pode ser descrita por meio do conceito de campo de forcas.
Ao invés de dizer que uma particula exerce acao sobre outra, pode-se dizer que tal particula
cria um campo em torno de si; qualquer outra particula que se encontre neste campo sofrera a

acao de uma forca.

Na Mecanica Classica, um campo ndo é mais do que um procedimento para descrever o
fendmeno fisico da interacdo entre particulas. Na teoria da Relatividade, devido ao carater
finito da velocidade de propagacéo das interacGes, se uma forca atua sobre algumas particulas
em um determinado ponto do espaco num certo instante, ao mudar-se a posi¢cdo de uma delas,

isso vai se refletir sobre outras ap6s certo tempo.
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Ja ndo se pode mais falar em interacdo direta entre particulas que se encontram em
determinada distancia. A interacdo ocorre unicamente entre pontos continuos do espaco. Por

isso, deve-se falar em interacdo entre uma particula e 0 campo e deste com outra particula.

A acdo de uma particula que se move em um campo eletromagnético é constituida de
duas partes: a agdo de uma particula livre, descrita pela equacédo (2.15), e também a agédo que
define a interacdo da particula com o campo. Esta ultima deve conter informacbes que

caracterizem tanto a particula quanto o campo.

As propriedades da particula relacionadas com o campo eletromagnético sdo dadas por
um unico parametro “e”, que nada mais ¢ do que sua carga elétrica e pode ser positiva,
negativa ou nula. As propriedades que caracterizam o campo S&o0 representadas por um
tetravetor A,, que é o tetrapotencial escalar, cujas componentes sdo funcbes das coordenadas
espaciais e também da temporal. A agdo € entdo obtida de forma qualitativa relacionando as
guantidades acima e ajustando as unidades de medidas para as unidades nas quais a acdo é

definida. Portanto, diz-se que a expressao
e (P
——f A, dX" (2.17)
¢ a
representa a acdo que define a interacdo eletromagnética da particula com o campo e vale
ressaltar que ela foi comprovada com dados experimentais.
Logo, a acdo de uma carga em um campo eletromagnético na forma tetradimensional tem

a expressao:

b e (P
S=—ch dS——f A, dXx*
a c

a

b
s= j (—=medsS — gAudX“) (2.18)

a

As trés componentes espaciais do tetravetor A, formam um vetor tridimensional A que €
chamado potencial vetor do campo. A componente temporal recebe o nome de potencial
escalar, logo

v = (o, 4). (2.19)
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CAPITULO III

3. TENSOR DE CAMPO ELETROMAGNETICO

Agora neste capitulo, sera obtido, a partir das equacdes anteriores, o tensor de campo
eletromagnético e algumas propriedades dessa importante ferramenta matematica serdo

observadas.

3.1.EQUACAO TETRADIMENSIONAL DE UMA CARGA EM UM CAMPO
ELETROMAGNETICO DO PONTO DE VISTA CLASSICO RELATIVISTICA

Aplicando o principio da minima acdo a equacdo (2.18) e omitindo os indices de
integracdo para abreviar a notagéo:

b e
S = f (—mcdS —=A,dX")
a c
b e (b
S=—mcf dS——f A, dX*
a ¢ a
e
68 = —mcj SdS—Ef(S(AudX”)
considerando (2.16),

e e
58 = —mcf U, 8dx* _Ef dX*5A, —EfAuw(u

como o tetrapotencial é uma funcdo também das coordenadas espaciais, isto €, 4, = A, (X")

pode-se fazer:

e d0A e
58 = —mcf U,6dX* _Ef dX¥ — 56XV —EfAu6X”

ax
58 = v —a Ysaxr — & [ sxv 2 gxu
= [ (mmet, ~Za)oaxe =2 [ ax 5

resolvendo inicialmente a primeira integral por partes:
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b e
— u
I_fa (—mcUu—EAu)(YdX

identificando u = —mcU,, — SAu = du = —mcdU, — SdAu e dv=ddX*
v =46X"
e
N _ u\b uf _ _
I = (-mev, Au)(SX) f sx* (—medu, CdAu)
b

f oXH mch + - dA)

pois (6X*)2 = 0.

: 5s=f(mcdu +Saa )6Xu—ffaxva’4“
- uole T C 0X

rearmando:

68 = mcde oXH ——fSX” —dX¥ + fdA oXH

axv

mas como 4, = A,(X") - dA, 6X?, dXV, pode-se escrever:

58 = mcde SXY ——fsxv axvqu de”ava”fu
—_ u e UaA u UaA u
- (mchu6X +-dx aXV5X ——6X axvdX )
~ f( dU, e dA, e dA, )
)\ s C X C XY
mas pode-se escrever
v
Uv = dX’ = UvdS
as
u
u — u — u
Ut = —= = dX* = Utds
. 68 = f ( AUy L 80y hssyu _ €9 U”dS(SX”)
R dS caXv ) &
_f( du, eaA u v sy edA, )dS
- ds COX” cdX '

= doXY =
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Os indices u e v podem ser permutados, pois se tratam dos chamados indices mudos e ndo

causam nenhum problema se permutados.

du, edA, e 04,
. 68 = f (mc sxv + 228 v sxu ———U”6X”) ds

ds caXxv coXxu
58 = f [ dUy + 8 (aA” aA”) U”] 5X*dS
) ™ as Tc\axy T axe '

De acordo com o principio da minima acéo, 6§ = 0. Porém, §X* e dS sdo diferentes de
zero, pois representam quantidades infinitesimais e, portanto, ndo nulas. Entdo, conclui-se que

o0 integrando deve ser nulo.

mch” e(aAu aAU) v g

as Tc\axr  axv

ou

dU, N e (6Av aAu) v =
meas Te\oxv Taxv)” T
av, e (GAU aAu) ’
s T c\ax+ “axv)
lembrando que d;]S” =W,:
e (04, 04, .
meWy = E(axu - axv) (3-1)

onde:

m = massa da particula

¢ = velocidade da luz

W,, = aceleragdo quadrimensional

e = carga elétrica

A = potencial vetor quadrimensional
U = velociade quadrimensional

X = vetor posicao quadrimensional

A equacdo (3.1) representa a equacdo de movimento quadrimensional de uma particula

carregada em um campo eletromagnético.
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3.2.0BTENCAO DO TENSOR DE CAMPO ELETROMAGNETICO

Considerando a equagéo obtida anteriormente

w e (6AU aAu) ,
mcW, = - - )

“oc\oxy  oxv

é facil verificar que ela contém informagdes que caracterizam a particula, a saber: sua carga
elétrica e sua massa. Vé-se também que ela contém as caracteristicas (propriedades) do campo

representadas pelo termo entre parénteses e que aqui neste trabalho sera denotado por E,,,

04, 94,

v = 55 ~ g%

(3.2)

e essa quantidade é chamada tensor de campo eletromagnético.
Este tensor € do tipo anti-simétrico, isto é,
Ey, =—Fy

e como todo tensor pode ser escrito em forma de matriz com o ndmero de linhas e colunas de

acordo com as dimens@es do espaco considerado, este tensor de campo eletromagnético pode

ser escrito como uma matriz 4 X 4. Além disso, por ser anti-simétrico, todos os elementos da

diagonal principal devem ser nulos, pois ndo se pode ter, por exemplo, Fyo = —Fp.
0 FOl FOZ FO3

FlO 0 F12 F13

Fpo Fr 0 Fp
F30 F31 F3 O

F, = (3.3)

Agora, pode-se determinar quais sdo as componentes de F,,,. Para isso, basta considerar

as equacdes (3.2) e (2.19) como se segue:
Primeiramente para a componente Fy;:

v 04, 04,
01— g9x0 ogx1’

mas A, = (@, —4) = (Ap,—Ay, —Az —4A3) = (9, A, 4,,4,) e X*= (XX, X2 X3) =

(ct,x,y,2).

Entdo
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Ay =@ = 0A, = 0¢
—-A; = A, = —0A, = 04,
X0 =ct = 0X° = cot
X' =x=0Xx!' =0x

isto significa que se pode escrever a igualdade acima como:

JdA, OJdo
- _F
cdt 0x x

Onde E, é a componente x do campo elétrico.

Fop =

(Z;t’“ - g—f = E, € uma identidade que pode ser obtida de dois pares de equacdes de

A forma —

Maxwell.

e Paraacomponente F,:

04y 04
127 9x1  ax?
_ _% N 04,

dx dy

0A, 04,
=—|-—=—+=2|=-H
< oy  0x ) z
Onde H, é a componente z do campo magnético.

e Paraacomponente Fy,:

04, 94,
02 = 5x0 ~ 3x?

=F
cdit dy 7

Onde E,, & a componente y do campo elétrico.

e Paraacomponente Fys:
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043 04,
03 =550 " Fx3
04, Od¢

ot 0z 7

Onde E, é a componente z do campo elétrico.

e Paraacomponente Fg:

94, 04,
fio = 3%1 " ax0
do O0A,

~ox ot

e Paraacomponente Fi5:

043 04

137 9x1  9x3
94, 0A,

— =H
0x 0z Y

. F13:H R

e Paraacomponente Fy:

04, 04,
20 7 9x2  9x0
_ do (')Ay B

9y cot 7Y

e Paraacomponente Fy;:

04, 84,
% =g T oxt
04, 04,

Y _H
6y+0x z
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e Paraacomponente F,3:

043 04,
2= 5% " %3
0A, 04,

"~y +_5;_=

_Hx

e Paraacomponente F3,:

04, 0As
T 9X3  0x°
do 04,
~ 9z cot 7
“|F30 = —Ey}

e Paraacomponente F3;:

e Paraacomponente Fs,:

94, 04
-~ 9x3  9x2
d0A 0A
y z
= —_-— = H
0z * oy x

Estes resultados possibilitam a construgdo da matriz do tensor de campo eletromagnético

F32

COMmMo Se segue:

/ 0O E E E \

—-E, 0 -H, H,

Fo=|_g, u, o -m| (34)
—-E, -H, H, 0
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Por sua vez, a matriz que representa o tensor com suas componentes contravariantes se

difere apenas no sinal de seus elementos devido a elevagdo dos indices. Assim:

/ 0 -E  -E, —EZ\
E, 0 -H, H

uv _ y
Fw = | E, H, 0 - | (3.5)
\EZ -H, H, 0

De modo geral, podem-se escrever as equagoes (3.4) e (3.5) da seguinte forma:
E, = (E,H) e F* = (—=E,H).

E qual o sentido dessas equacdes? Elas significam que os campos elétricos e magnéticos sdo
componentes dos quadritensores de campo eletromagnético. Ressalta-se ainda que a equacgao

(3.1) pode ser escrita na forma:

e
mcW, = EEw u®

e
—mcW" = —EFWUU
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CAPITULO IV

4. RESULTADOS

Agora, como ja se tem o tensor de campo eletromagnético e ja se conhece sua forma
matricial, pode-se aplicar a Transformacdo de Lorentz para se conhecer qual a forma do

tensor em um sistema inercial.

4.1. TRANSFORMACAO DE LORENTZ PARA O TENSOR DE CAMPO
ELETROMAGNETICO

Neste capitulo, aborda-se o problema de como encontrar um campo eletromagnético em
um sistema de coordenadas inercial conhecendo-se esse campo em outro sistema de

referéncia.

Ja se sabe, das consideracGes anteriores, que

que nada mais é do que o produto de dois tensores.

Lembrando a consideragéo feita anteriormente de que um vetor tetradimensional sofre a

seguinte transformacéo:

onde A}, é a Transformacdo de Lorentz. Isto é, pode-se dizer que as componentes do tensor

sofrem uma transformacdo da mesma forma:

!

F,
F,

AL F,
AXFy

Logo,
Fuw = M ASFiFy

F,, = AL A%Fy, (4.1)
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Vale lembrar que aqui estd sendo empregada a notacdo de Einstein (convengdo de
Einstein), isto é, o sinal de somatdrio pode ser omitido quando se tem dois indices repetidos.
Isto implica dizer que na equagdo (4.1) ha uma soma dos diferentes termos A}, AXF;;,, na qual

os indices “i” e “k” variam de 0 a 3 para cada valor da componente E, .

A equacdo (4.1) ja representa a transformacdo de Lorentz para o tensor de campo
eletromagnético. Veja como se d& o desenvolvimento de uma componente de F,,,

primeiramente para componente Fy; :

For = 2800Fgq + A3 Foy + A322Fy; + A3A3Fgs + A5A9F g + AAALFyy + A§A3F,,
+ BA3F 3 + A3A0F, + 2321 Fyy + A3A3F,, + A3A3F,5 + A320F;0 + A3A1F54
+ A3A2F5, + A3A3F;s5.

Lembrando que Fyy = F;; = F», = F33 = 0, pois se trata de um tensor anti-simétrico.

Além disso, tendo em vista que

y vB 0 0
AV = yB v 0 0
“ 0 0 1 0

0 0 0 1

observa-se que

R=2=y

AB=23=1

=M1 =yp

e 0s demais sdo nulos. Daf pode-se concluir que para a componente F,,tem-se:

Fop = M Fo; + 2529 Fyo
F(,)l = yzEx - yzﬁZEx-

Porém, se

F'y, = : : 7 (4.2)
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Fy; = E,

X

F(;l = yzEx - VZBZEx
E, =y*E,(1-p%)

E, = 2 Ey
E, = E, (4.3)
isto quer dizer que
Fy; = Fyy. (4.4)
Agora, calculando as demais componentes de modo anélogo:
o Fop = A0A9Fs0 + A5 Fo1 + AJA5Fo, + A0A3Fo3 + AAIF1o + AJA3Fyy +
AA3F, + A3 F 3 + A3A3F,0 + A3A5Fy1 4+ A3A3F,, + A323F,5 + A3A3F; +
BASFs1 + A3A3F5, + A3A3Fs.
O que resulta:
Fop = A8A3Fy; + 25251
F(;Z = yEy - yﬁHz
F(;Z = V(Ey - ,BHZ)
' Ey — BH,
02 = T ——
1-5
C
mas como Fy, = E,,, implica que:
., E,—pBH
E, = y—ﬁz (4.5)
172
-z
e também,
. Foo +BFp,
Fy, = - (4.6)
1 -

37



o Fo3 = A329Fo + A3A4Foy + A3A3Fy; + ASA3Fos + A§ASF o + ASA4Fy, +
ANA3F, + A3 A3F 5 + A3A3F, + 230 Fy; + A32%F,, + A3A3F,5 + A3A3F;, +

MA3F;, + A32%F;, + A3A3F;;.

O que resulta:

Fo3 = 20A3Fp3 + W A3Fy3
F(;3 = VEZ + )/BHy
Fo3 = v(E, + BH,)

., E,+BH,
03 =  —

2
L2

c2

mas como Fy; = E,, implica que:

B4 Y, (4.7)

e também,

.+ Foz + BFi3 (4.8)

o Fio =M AFo + A9A5Fo1 + A 25Fo; + A3 Fo3 + MAGFyo + MAGFy +
MAF,, + MA3F 3 + 2220F,0 + A2A5Fyy + A2A3F,, + 2323 Fy5 + A3A0F;, +
BASF31 + 23A3F5, + A3A3F;,.
O que resulta:
Fio = A5 Fo + A1A3Fyg
Fio = y*B%Fy; + y?Fyg
FIIO = yz(_Ex + ﬁZEx)
Fio = —y2E,(1 - B?)

FIIO = —E,

mas como F;, = —E,,, implica que:
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E, =E, (4.9)

e também,

Fio = Fio (4.10)

o Fip = MA9F + A5 Fy; + A0A3Fy; + A A3Fos + MASF o + MALFy; +
MA3F,, + MA3F 5 + 2229F,0 + A2A3Fy + A203F,, + 2223 F,5 + A3A3F5, +
BALF;, + 23A3F;, + A3A3F;.

O que resulta:

Fi, = 223Fy; + 3A3F,,
Fi, = yBE, —vH,
Fy, =v(BE, — H,)

. BE, —H,
12 — —vz

1=z

mas como F,, = —H,,, implica que:

H, = —-2 (4.11)

e também,

Fi, = — (4.12)
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o Fi5 =223F + A2A%Fy, + A0A3F, + 2923 Fos + A1A3F;, + AIASFy, +

MASF, + MAA3F 3 + A2A3F,0 + A2A8Fy; + 2203F,, + A2A3F,5 + A3A%F; +

MBALF3q + 3A5Fs; + A3 A3Fs3.

O que resulta:

Fiz = A3 Fo3 + 2123 Fy5
Fis =yYBFy3 + vFi3
Fi3 = y(H, + BE,)

, _H, +pE,

13 — )
1——
c?

mas como F;; = H,,, implica que:

e também,

o Fy3 = 29A3Fy + A3A5Foy + A9A3Fy; + A3A3Fos + A3AF;, + AIALFy, +

(4.13)

(4.14)

AA3F, + BA3F 5 + A3A3F, + 2303 Fy; + A32%F,, + A3A3F,5 + A3A3F5 +

BASF3y + A3A5F3, + 1323 Fas.

O que resulta:

Fy3 = 2323Fy3

1

Fy3 = Fa3
mas como F,; = —H,,, implica que:
—H, = —H,
H, =H,

(4.15)
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e também,

Fy3 = Fy3 (4.16)

As equacOes obtidas acima representam a transformacdo de Lorentz para o tensor de

campo eletromagnético. Elas nos mostram como as componentes dos campos elétricos e

magnéticos se transformam durante um movimento relativo entre dois referenciais.

NOTAS

Ao longo deste trabalho, estd sendo considerado o movimento de um sistema de
referéncia na direcdo do eixo "x". Por esta razdo, os campos elétricos e magnéticos,

de acordo com as equagdes (4.9) e (4.15), ndo sofrem transformacédo na direcdo "x".

As equacOes obtidas acima representam as formulas de transformacdo das

componentes de um quadritensor anti-simétrico de segunda ordem.

A partir dos vetores campo elétrico e magnético, podem-se criar quantidades que
permanecem invariantes em uma transformacéo de coordenadas. Como forma-se uma
quantidade invariante, sé pode ser um escalar; e como se trata da combinacdo de
grandezas tetradimensionais, esta quantidade &, pois, chamada escalar

tetradimensional e é obtida da combinacao dos tetravetores F,,, e F**.

E,FW = —E? + H?> = H? — E? = invariante

Lembrando que E,, = (E ﬁ) e F¥W = (—E, ﬁ) e que o produto E,, F*V representa 0 mddulo

quadrado de F,,, .

O que acontece com a quantidade E.H?

E.H = E,H, + E,H, + E,H,
E, —pH, H, +BE, E,+pH, H, — pE,

vZ V2 vZ v2
Jl‘c—z \/1‘?2 Jl‘c—z \/1‘72

=E.H, +

= E,.H, +y?|E,H, + BE,E, — BH,H, — B*E,H, + E,H, — BE,E, + BH,H, — B?E,H, |

= E,. Hy + y2[E,H,(1 — B2) + E,H,(1 — B2)]
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= E,.H, + E,H, + E,H,

= E.H = invariante

4.2 APLICACOES
4.2.1. FORCA DE LORENTZ DE UMA PARTICULA QUE SE MOVE EM UM
CAMPO ELETROMAGNETICO.

Considere os sistemas de referéncia k e k' e uma carga q localizada na origem do sistema
k' como mostra a Figura 2. Pretende-se calcular a Forca de Lorentz para essa particula

utilizando a formalidade matemaética que foi apresentada até entdo neste trabalho.

X'y

kl

0’ ,
k / X1

X's

Figura 2. Movimento relativo de um referencial inercial, com uma carga

X na origem, em relagéo a outro.
3

Sabe-se que a forca em uma carga de prova localizada no referencial k' é F =eE, pois para
um observador nesse referencial a carga encontra-se em repouso. E para o referencial k? Essa

pergunta sera respondida da seguinte forma:

E, = eE,

mas j4 se sabe que E, = E,, entdo fica que a componente F, é:

Neste trabalho, é abordado o tratamento quadrimensional, entdo a forgca (na verdade
suas componentes) se transforma como na equacao ja descrita anteriormente
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FO =
»
1=z
’ v
Fo—-H
Fo=—7——= (@)
v
-z
e também para a componente
AR
Fl =
2
L
’ v v
—Fi+2Fk F, =2 F
] N PR | (b)
2 2
v v
1-% 1-%

Agora para F? e F3:
Pt [ =) ©
P [ @

No referencial k'a particula estd em repouso, isto é, a velocidade relativa da carga ao
referencial k' é nula, v' =0, e também F, = F, = 0, pois ndo se tem nenhuma forca

dependente do tempo. Entdo, as equagdes (a), (b), (c) e (d) passam a ter as seguintes

formas:
Fy
F = T (e)
v
-z
F,=F, 02
F3 = F; )

Para 0 sistema que se move com a carga, o sistema k, podem-se fazer as

consideracdes:
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F,=F,F,=F eF;=F,.
Para o sistema k:
e B _ B eB _ eE _ E
A = = =
v2 v2 v2 v2 v2
\/1—72 \/1—C—2 J1 =z \/1—C—2 1-=
E
F1: al
Y2
CZ
1] 7 E_ H €E
Fy,=F, =¢eE, = e— o _ ey
v2 v2
1-= l1-22
E
F2: 4 .
1Y
2

(h)

®

Vale ressaltar que o referencial que se move com a carga ndo observa a parte

magnética do campo.

Agora desenvolvendo para a componente Fj:

0)

Procedendo da mesma maneira com as equacdes (f) e (i) e também com (g) e (j),

respectivamente:
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[ ] F2: ZZFZE;’
, v2
F=F [1-—

[ ] F3: FZZZF’:F'Z,
, v2
kE=FE|1-=

( E = ek,
(Ey_ﬁHZ) —Z—j
F =e = =e(E,——H,)
. - c?
2
(Ez+ﬁHy) _Z_Z
;=e - —e(EZ+EHy)
\ _3_2

Lembrando que B = Y/.. E com um pouco de andlise pode-se verificar sem dificuldade que
essas componentes da forga podem ser agrupadas sob uma mesma equagéo vetorial, a qual

assume a seguinte forma:

45



Que nada mais é do que a forca de Lorentz, como era de se esperar. A soma vetorial da forga

BxH

c)'

elétrica (F = eE) com a forca magnética (F = e

4.2.2. O CASO LIMITE: COMPORTAMENTO CLASSICO DAS EQUACOES DE
TRANSFORMACAO DO CAMPO.

Tomar o caso classico das equacgdes até entdo deduzidas significa explorar seus casos
limites em que se tem a velocidade relativa entre os dois referenciais muito menor que a
velocidade da luz (v « c). Para esses casos, a Mecanica Newtoniana se torna uma excelente

aproximagéo.

As equacdes seguintes ja foram deduzidas:

E, = Ey H, = H,
g _Ey — BH, o _Hy + BE,
g _EZ+ﬁHy o _HZ—ﬂEy
z = vz z 172
1—C—2 1_6_2

com o tratamento classico havera grande simplificacdo dessas equacdes, pois € feita a

o2 1,
(1‘?2) -

se v « c. Sendo assim, as equagdes ficam:

seguinte aproximacao:

E, =E, H, = H,
E, =E, — BH, H, =H, + BE,
E, =E, + BH, H, = H, — BE,

gue também podem ser escritas na forma vetorial:

a) Para E"
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E' = E i+ (E, — BH,)j + (E, + BH, )k

E'=E + (-BH,)j + (BH, )k

mas como
. i ]k
vVXH=|v 0 0|=vHk-vH,j
H, H, H,
pode-se concluir que
E'=E+—

b) Para H:
H' = H,i + (H, + BE,)j + (H, — BE, )k

H' = H + (BE)j + (—BE, )k

lembrando que

U
X
T
Il

= vEylAc —vE,j

8o &

an [~
Mo

entdo,

(4.17)

(4.18)

As duas equacdes em destaque fornecem a forma do vetor campo elétrico e magnético em um

referencial k' em funcdo do campo magnético e elétrico num referencial k, em movimento

relativo com o referencial k' quando a velocidade relativa é muito menor que a velocidade da

luz.

47



CAPITULOV

5. CONCLUSAO E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Uma teoria Fisica, além de ser capaz de explicar os fendbmenos que acontecem na
natureza, deve ser escrita de uma maneira matematicamente elegante. As equacfes de
Maxwell cumprem isso perfeitamente. Para se chegar, porém, ao formalismo tensorial usado
pelos fisicos de todo o mundo, houve uma enorme evolugdo dos conceitos fisicos e na forma
de se representar uma lei fisica através de uma equacdo matematica. Para o caso do
eletromagnetismo, os trabalhos de Poincaré e Minkowisk, e depois Einstein, foram de suma
importancia, pois foram os primeiros que demonstraram que as equacdes de Maxwell devem
ser invariantes sob uma transformacdo de Lorentz. Seguindo as idéias iniciais deles, chegou-
se, neste trabalho, ao tensor de campo eletromagnético e na sua transformacéo. Isto é, a
transformacdo de Lorentz para um tensor de campo eletromagnético. O que confirmou que
realmente as equagOes de Maxwell se comportam como uma rotagéo de eixos coordenados
sob um angulo imaginario e que ela se mantém invariante para uma transformacéo de Lorentz.
Com a transformacdo do tensor de campo, se pode saber como sdo as componentes do campo
eletromagnético em um sistema de referéncia quando se conhece essas componentes em outro

sistema que se move com velocidade contate v em relagéo ao primeiro.

Logo, o desenvolvimento deste trabalho se mostrou muito Gtil, pois além de trabalhar
com as equacdes de Maxwell na forma relativistica, foram utilizadas definicGes matematicas
ndo muito comuns, nos cursos de Fisica de modo geral, porém de muita importancia na fisica,

como o célculo variacional e a descricdo lagrangeana da dindmica dos corpos.

Espera-se também que os desenvolvimentos matematicos e o raciocinio fisico tenham
sido expostos de maneira mais didatica quando comparado aos livros. Isto para que este
trabalho seja utilizado pelos académicos do curso como uma ferramenta alternativa ao

entendimento da transformacao do campo.

Este trabalho se mostrou de grande valia para o autor do mesmo quanto aos

conhecimentos adquiridos, pois é inquestionavel o quanto a teoria eletromagnética é
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fundamental na fisica. Além disso, descrevé-la na forma tensorial e poder comprovar através
de suas proprias deducBes matematicas as propriedades eletromagnéticas foi muito

satisfatorio.
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APENDICE A

A.1. VETORES QUADRIDIMENSIONAIS

Vetor quadridimensional A* é o conjunto de quatro quantidades A°, A%, A%, A3 que, nas

transformacdes de coordenadas, se transformam segundo as relagdes:

A0+ 241 At +Za0
A0: (4 }Alz c ;AZZAIZJ A3:A’3

O}

Estas relacbes podem ser obtidas da seguinte forma:

E sabido que
x'y + vt
X1 =
-
c
e
! v !
t+ X1
t = —=

Pode-se escrever estas equacdes suprimindo os indices:

x' + vt’

e

(A.1.1)

t + C%x’
1)

De (A.1.1):
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x' +%(ct') X +%(x'0)
v v
1-(¢) 1-(¢)
Onde definiu-se que x ° = ct .
Agora de (4. 2) obtém-se:
’ v ’ ' v
t +—x ct +=x
t= —Cz = ct = —Cz
v v
1-(¢) 1-(¢)
x'0 + =«
x0 = —E— (A.1.4)

Comparando estas expressfes destacadas com as escritas acima no inicio do apéndice

verifica-se que realmente

A+ 2 A+ 20
A0= c ;A1= c ;A2=A12; A3=A'3

O}

Nas quais se chamou A% = x?, A0 =x0 A' =xe A =x .
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APENDICE B

B.1. EQUACOES DE TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

Considere um ponto P com coordenadas P(xi,x;,x3) no sistema de referéncia
(x1, x4, x3) na figura, na qual o eixo X3 esté perpendicular ao plano do papel. Quais seriam as
coordenadas desse ponto P se fosse realizada uma rotagdo de um angulo 6 no sistema de
referéncia em torno do eixo X3? As novas coordenadas seriam denotadas por P(x';, x"2, x'3),

mas como obter essas medidas a partir das coordenadas antigas? E o que sera feito a seguir.

X,

Figura 3. Rotacdo dos eixos coordenados de um sistema de referéncia sob
determinado angulo.

P(x1,%2,x3) = P(x';,x',x'3)
Primeiramente, da Figura 3 se pode tirar que

x'1=0a+ab + b,

Oa = x,cos 0

E que

|
|

=
=
g~
I
=
=
S
+
3|
ge]
Il
=
N

Porém,
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Entdo fica que

ab + bc = x;bsin@ + bPsin6
ab + bc = (x;b + bP) sin@
ab + bc = x, sin @

L X1 =2x1€080 + x;,sin 6

x'1 = x1 cos 6 + x, cos (%— 9)

B.1.1
Que € a primeira equacdo de transformacéo de coordenadas. Para obter o valor de x',
Oe =x', =0d —de
Onde
0d = x, cos @
Observando que
X P = x;
Tem-se
de = x,Psin 6
de = x, sin@
Logo,
X'y = x, 080 — x;5in0
—sinf = cos(%+ 0)
x', = x5 cos 6 + x; cos (g+9) B.1.2
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Denota-se por 4;; = cos(x’i,xj) 0 cosseno diretor do angulo formado entre o eixo x'; com 0

eixo x;. Dessa forma,
Ay; = cos(x'y,x,) = cos @
, T .
A2 = cos(x'1,x;) = cos (E — 0) = sin 6

’ T .
A1 = cos(x 5, x1) = cos (E + 9) = —sinf
Ayy = cos(x'5,x,) = cos @

Pode-se entéo reescrever as equagdes de transformacédo de coordenadas obtidas anteriormente
da seguinte forma:

X1 =A1x1 + Azxy
X o = Aa1x1 + A2%
Generalizando para 3-D:

X1 = A11x1 + Apxy + Az
X2 =Xy + Ay + Ax3x3

X3 =A31%1 + A32% + 333

X' M1 A Az /%
De onde se pode tirar as matrizes:{ x', | =21 A2 A3 || %2

x5 A31 Az Azz/ \X3
X =AX
Ou escrevendo de forma mais geral:
3
X' =2/1ijxj, i=1,23. B.1.3
j=1
E a transformacéo inversa fica:
3
xi=leix’i, l=1,2,3 B.1.4
j=1
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B.2. PROPRIEDADES DAS MATRIZES DE ROTACAO

Considere determinado segmento de reta em uma certa direcdo do espacgo, como na Figura 4.

Observa-se que:

X3
e rsiny
r
~ . Tcosy
acl p ‘
\\\\ XZ
7 rceosa
Xy rcosf
Figura 4. Linha "r" em um sistema de
coordenadas.
r2 =r2cos’y +r?sin’y,

sin?y =1 —cos?y
r?sin®y = r?cos? a + r? cos?

1 —cos?y = cos? a + cos? 8

cos’a + cos?f +cos’y =1

X3
X3 |

X'3 [~

B.2.5

./ Figura5. Linha "r" sofrendo uma rotacéo sob
/-1 determinado angulo.
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Agora, considere a mesma linha “r”” sofrendo uma rotacdo em torno da origem sob um angulo

6. Da Figura 5 é facil perceber que

’

0=y —v

Entdo, cos 8 = cos(y —y).

cos@ = cosy cosy +siny'siny B.2.6

Identificando

X, =rcosa
x1=rcosa
X, =rcosf
x,=rcosf’
X3 =T COSY

xX's =rcosy’
Pelo teorema de Pitagoras:
r?(siny —siny)? = r?(cosa — cos a)? + r?(cos f’ — cos )?

sin?y’ — 2siny siny +sin?y =
= cos? a' — 2 cos? a'cos? a + cos? a + cos? B’

— 2 cos? B'cos? B + cos?

siny’siny = cosa cosa + cos 8’ cos 8

cosf = cosa cosa + cos 5 cos f§ + cosy cosy B.2.7

Podem-se estabelecer seis relagbes existentes entre os cossenos diretores A;;.
Primeiramente, 0 eixo x'; pode ser considerado sozinho como uma linha no sistema
(x1,x4,x3), cujos cossenos diretores sdo (411,412, 413). Similarmente, os cossenos diretores

COm 0 €iX0 x', S80 (1,1, 422, A23). Da equacéo deduzida acima:

cosf = cosa cosa + cosf cosfB + cosy cosy
[ ——
A21211 2212 23213
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cos 0 = A11421 + 12422 + Ai323

T

como a andlise se faz para os eixos x';e x> que sdo perpendiculares entre si, ou seja, 8 = >

implica que
T
COSE = /111/121 + 112122 + /113123 =0

Ou seja

3
211]/12] =0
j=1

De modo mais geral

3
ZAUA]{] :O,Sel:/:k B.2.8
j=1

Esta equacdo da trés (uma para cada valor de i e k) das seis relacGes existentes.

Da equagio cos? a + cos? B + cos?y = 1 pode-se tirar para o eixo x';do sistema (xy, x5, x3)

que:
cos?a +cos? f +cos’y =1
/1112 + /1122 + /1132 =1

Ou ainda:

Ou de modo mais geral:

Ou melhor
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3
ZAUA]‘] =1,Sel=k B.2.9
j=1

Que sdo as outras trés relacdes das seis citadas.

Estes resultados podem ser combinados para gerar a chamada condicdo de ortogonalidade, a

funcédo Delta de Kronecker.

3
Zlulk] = 6ik 3210
j=1

Onde

0,sei#k

Lsei=k B.2.11

S = {
B.3. SIGNIFICAQAO GEOMETRICA DAS MATRIZES DE TRANSFORMAQAO
Considere o eixo coordenado da Figura 6 rodado no sentido anti-horario sob um angulo de

90°. ,
X3 X3

X X1

X1
Figura 6. Rotacdo de 90° sobre o0 eixo x3.
Em tal rotacdo, x'; = x,; x', = —xq; x'3 = x3
M1 A Az
Ay =41 Ay A3
A3 Az Azz

A1 = cos(x'y,x1) =0; A4y =cos(x’y,x;) =1; A3 = cos(x'y,x3) = 0;
Ay = cos(xy,x1) = —=1; Ayy = cos(x’y,x3) = 0; Ayz = cos(x'y, x3) = 0;
Az = cos(x’3,x1) =0; A3y =cos(x's,x;) =0; A3z = cos(x’3,x3) = 1.
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0 1 0
Al =|-1 0 0
0 0 1
A proxima consideragdo é uma rotagdo no sentido anti-horario atraves do angulo de 90° sobre

0 eixo x;. Como na Figura 7:

x'1
Figura 7. Rotac@o de 90° sobre o eixox;.
Em tal rotacdo, x'; = xq; x", = x3; x'3 = —x3

A1 = cos(x',x1) =1;  A35 = cos(x'y,x2) =0;  Ay3 = cos(x'y,x3) = 0;
Az1 = cos(x'2,x1) = 0;  Azp = cos(x'2,xz) =0; A3 = cos(x'2,x3) = 1;

A31 = cos(x'3,x1) = 0; A3z = cos(x'3,x2) = —1; A3z = cos(x3, x3) = 0.
1 0 O
A=(0 0 1
0 -1 0

Para encontrar a matriz de transformacéo que combina a rotacdo cobre 0 eixo x3 seguida por

uma rotagéo sobre 0 novo eixo x';, tem-se:

1

X3 I
X3
!
X2
e r
. / N ﬁ' x 3 x”
| X7 | ‘ / ] xll 1
X1

Figura 8. Aplicacdo de duas rotacGes seguidas dos eixos coordenados.
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X =AX
X” = A2X' ES A2A1X

X'y 1 0 0N/0 1 0\/%
X'y =<0 0 1)(—1 0 0><x2
"t 0 -1 0 0 0 1/ \Xx3
0 1 0\ /%1 X2
1 0 0/ \Xx3 X1
xlrl X2
x'IZ :(X3>
X1

,I
X3

Como ultimo exemplo de matrizes de transformagdo sera abordado uma reflex&o através da

origem de todos os eixos, como na Figura 9. Tal transformacéo é chamada de inversao.

X3 x,1

X2

Figura 9. Inverséo dos eixos coordenados.

xl X’3
I =
X1 =X
X'y = —x;
X's = —Xx3

Entdo se tem a matriz
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APENDICE C

C.1. A MATRIZ DE TRANSFORMACAO DE LORENTZ

Considere os dois sistemas de coordenadas da figura k e k' em movimento relativo com

velocidade v na direcdo do eixo x;.

kl

Figura 10. Movimento relativo de dois sistemas de coordenadas.

Pela transformacdo de Galileu tém-se as equacdes:

x'1 = Xq — bt

x'y = x,
x'3 = x3
t =t

Porém, como se sabe, estas equacdes de transformacdo de coordenadas sdo incorretas.
Precisa-se entdo encontrar novas equagdes que descrevam de maneira correta a transformagéo

de coordenadas do sistema k' para o sistema k e vice-versa.

Do apéndice B, sabe-se que toda transformacgdo de coordenadas pode expressa por uma

matriz e pode ser representada pela equagéo:
X =AX,

onde X' e X sdo as matrizes que expressam as coordenadas dos sistemas k e k,

respectivamente; A é a chamada matriz de transformacdo. O objetivo agora é encontrar esta
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matriz. Como 0 espacgo-tempo possui quatro dimensdes, a matriz de transformacdo que se

quer encontrar é quadrada de ordem 4x4.

A= C.11

Lembrando do apéndice B 4; = cos(x’;,x; ), entdo se tem:

A =7 A31 =0
/112=cos%=0 A3z =0
/113=COSE=O /133:1

2 A34 =0

Ag =7

A1 =0 Ay =7
Ay =cos0° =1 A4 =0

Az =0 A3 =0

A24 =0 Agg =7

Os elementos de matriz 1,, e 434 ndo estdo relacionados (acoplados) com o tempo, por isso
gue possuem como valor 0. Falta apenas encontrar os valores de A1, A4, A41,As4 CUjOS
valores ndo puderam ser inferidos, pois esses elementos estdo relacionados com a direcdo em

gue 0 movimento ocorre e com 0 tempo, entdo essas quantidades sofrem transformacao.

0 1 0 O
~ A 0 01 0 C.1.2

E como se trata de uma transformacéo ortogonal,

4
Zlijlik = by
j=1

e Paraocasoemquei =k,istoe, §; = 1:

By + A+ 283 + Ay =25, + A5, + 53 + 25, = A5 + A5, + 253 + A,
== /1421_1 + /1421_2 + 1421_3 +/1%_4_ == 1
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w0 My = A+, =1

e Paraocasoemaquei # k, isto ¢, §;;, = 0:

C.13

Midar + Midszs + Aidar + Aadop + A3z + ApAsp + 443423 + 443433 + 443443

+ A1adoy + A1adzy + A1adyy =0

“AM1dgg + Aadaq = 0

Y

ro_
X = ij Y

4
j=1
Tem-se:

x't = M1xy + Apxy + Agzxg + Aaxy
x'y = A1x1 + Aaxy
Mas da definicédo de intervalo entre dois pontos:
ds? = dx? + dx? + dx? — c?dt?
dx} = —c?dt?> = x2 = —c?t?> = x, = ict

Substituindo C.1.6 em C. 1.5 tem-se:

X,1 = /111X1 + /1141.Ct

A
X’1 = /111 (Xl + ﬁlCt)
/111

C.1.4

C.15

C.1.6

C.1.7

Se x'; = 0, significa que x; = vt, ou seja, a origem de k' estd se movendo com velocidade v

constante ao longo do eixo x;:

x'1=x1—vt,x'1 =0=>x; =vt

Mas se x'; = 0, C.1.7 fica:

' Mg
X 1= x1+ElCt =0

C.1.8

C.1.9
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Comparando C.1.9 e C. 1.8 vem que

—@ic =v
A1

A %

oiZ=ip

/111 c

De C.1.3 tem-se:

A%l +A%4 = 1

22 (1 + ﬁ‘*) =1
11 52 | =
Ay
A+ 3R =1
M1 = Tﬁz =y
Aindade C.1.3:

i+ Ay =25, +2%,

A, A4
All+==]=2%(1+=
( *aa) ( *az)

My =gy =

Agora, de C.1.11em C.1.3:

L 42
1-p?

C.1.10

c.1.11

C.1.12

C.1.13
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Entéo,

O problema agora € escolher o sinal adequado para as equacdes C.1.14, e C.1.12. Pode-se

fazer isso levando em conta que

Y

I
X = ij Y

4
j=1
X 4 = Ag1X1 + Agpxy + Agz3x3 + Agaxy

X 4 = Ag1X1 + Aaaxy
Se levando em conta que x 4 = ict’ e x4 = ict
S iCt, = A41X1 + A4,4ict C.1.15

De C.1.12, se v = 0, implica que as duas origens estdo se movendo juntas, isso quer dizer

quet =tex; =x'; =0.Logo,

ict = A41X1 + /144l.Ct

ict = /144,iCt
o 144 =41

Entéo,
1
/144,:—:’}/: All C.1.16

De C. 1.4, tem-se:

Midgr + Aadys =0
A1dar = —Aaday

Levando em conta o resultado anterior, tem-se

S /141 = —lﬁy C 117
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Pode-se agora, entédo, escrever a matriz que representa a nova transformacéo de coordenadas

em substituicdo a transformagcao de Galileu:

y 0 0 ify
0 1 0 O

A= 0 01 o0 C.1.18
—ify 0 0 vy

Lembrando que y = J%gz equep = ; .

Agora, observando a equacdo C.1.7 e todos os resultados anteriores:

' 114 .
X 1= 111 X1 +—lict
/111
x,1 = /1113(1 + /114,ict

x 1 =yx + (ify)ict

|x'1 =y(x; — 17t)|

De C.1.15:
I:Ct, = 141.961 + /144l.Ct
ict' = (—ify)x; + yict
) B )
t =y(t—=
V( c X1
E tambem,

X 2 = Xy

X 3 = X3

Combinando todas estas Gltimas equacdes destacadas obtém-se as coordenadas do espaco-

tempo do sistema k'. E sdo na verdade as equagdes da transformacao de Lorentz.

x 1 =y(x — vi)
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