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RESUMO

Este trabalho propde uma metodologia aproximada para a determina¢do do potencial
eletrostatico gerado por discos circulares e elipticos uniformemente carregados utilizando ex-
clusivamente ferramentas da matematica elementar. Em contraste com a abordagem cléssica,
baseada no calculo diferencial e integral, o método fundamenta-se na discretizagdo geométrica
da distribui¢do superficial de carga em anéis sucessivos, no emprego de somatorios finitos e em
simplificagdes algébricas.

Inicialmente, a metodologia é desenvolvida para o disco circular, demonstrando-se sua
convergéncia para a solucao clédssica do potencial eletrostatico. Em seguida, o procedimento
€ generalizado para discos elipticos por meio de uma parametrizagdo adequada da geometria,
permitindo obter expressdes aproximadas que incorporam os efeitos da excentricidade. Os
resultados mostram excelente concordancia com o comportamento fisico esperado, indicando
que as correcdes devidas a excentricidade surgem como termos de segunda ordem em relagdo ao
caso circular.

Além de reproduzir satisfatoriamente as solu¢des conhecidas, a metodologia evidencia
que problemas tradicionalmente tratados por integrais podem ser resolvidos por meio de proce-
dimentos discretos sistematicos, preservando a consisténcia matematica e fisica. Dessa forma,
o método constitui uma alternativa para o estudo da eletrostatica e um recurso didético para o

ensino de distribui¢des continuas de carga com ferramentas matematicas elementares

Palavras-chave: Potencial eletrostatico; disco circular; disco eliptico; discretizacdo geométrica;

somatorios finitos; matematica elementar.



ABSTRACT

This work proposes an approximate methodology for determining the electrostatic poten-
tial generated by uniformly charged circular and elliptical disks using exclusively elementary
mathematical tools. In contrast to the classical approach, which is based on differential and
integral calculus, the proposed method relies on the geometric discretization of the surface charge
distribution into successive rings, the use of finite summations, and algebraic simplification
techniques.

Initially, the methodology is developed for a uniformly charged circular disk, demonstra-
ting its convergence to the classical solution for the electrostatic potential. The procedure is then
generalized to elliptical disks through an appropriate parametrization of the geometry, allowing
the derivation of approximate expressions that incorporate the effects of eccentricity. The results
show excellent agreement with the expected physical behavior, indicating that the corrections
due to eccentricity appear as second-order terms relative to the circular case.

In addition to reproducing the known solutions with good accuracy, the proposed metho-
dology demonstrates that problems traditionally solved using integral calculus can be treated
through systematic discrete procedures while preserving mathematical consistency and physical
interpretation. Therefore, the method provides an alternative approach to the study of electros-
tatics and a valuable educational resource for teaching continuous charge distributions using

elementary mathematical tools.

Keywords: Electrostatic potential; circular disk; elliptical disk; geometric discretization; finite

summations; elementary mathematics.
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1 Introducao

O eletromagnetismo constitui uma das areas fundamentais da Fisica, sendo responsavel
pela descricao de fendmenos relacionados as interagdes elétricas e magnéticas presentes na natu-
reza. Seu desenvolvimento ao longo dos séculos possibilitou avangos cientificos e tecnoldgicos
que transformaram a sociedade moderna, estando presente em aplicacdes que vao desde sistemas
de geracdo e transmissdo de energia elétrica até dispositivos eletronicos, telecomunicagdes, equi-
pamentos médicos e tecnologias de sensoriamento. Dessa forma, a compreensio dos fendmenos
eletromagnéticos desempenha papel essencial tanto na formacao de fisicos quanto na preparagao
de profissionais das dreas cientificas e tecnoldgicas.

Dentro desse contexto, a eletrostitica ocupa posicao de destaque por estudar sistemas
de cargas elétricas em equilibrio. Entre os diversos conceitos utilizados nessa drea, o potencial
eletrostdtico apresenta especial relevancia por constituir uma grandeza escalar associada a energia
potencial elétrica por unidade de carga. Sua utilizacdo frequentemente simplifica a andlise
de sistemas fisicos quando comparada a abordagem baseada diretamente no campo elétrico,
permitindo descrever a influéncia de distribui¢des de carga por meio de fun¢des matematicas de
interpretagdo fisica direta.

O célculo do potencial eletrostatico torna-se particularmente interessante quando se
consideram distribui¢des continuas de carga. Diferentemente do caso de cargas pontuais, para
as quais as expressOes matemadticas sdo relativamente simples, distribui¢cdes superficiais ou
volumétricas exigem procedimentos de integracdo que podem se tornar consideravelmente mais
complexos dependendo da geometria envolvida. Entre os exemplos cldssicos estudados na
literatura encontram-se os discos uniformemente carregados, cuja andlise possui relevancia
tanto do ponto de vista tedrico quanto em aplicacdes relacionadas a modelagem de capacitores,
sensores capacitivos e superficies eletricamente carregadas.

Tradicionalmente, a determinag@o do potencial eletrostatico produzido por distribui¢des
continuas de carga € realizada por meio do calculo diferencial e integral. Embora essa abordagem
seja matematicamente rigorosa e amplamente consolidada, ela pode representar uma dificuldade
para estudantes que ainda ndo possuem familiaridade com essas ferramentas. Entretanto, como
as integrais podem ser interpretadas como o limite de somatdrios associados a processos de
discretizagdo, torna-se possivel desenvolver abordagens alternativas capazes de reproduzir

resultados fisicos relevantes utilizando apenas ferramentas matemadticas elementares. Nesse
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contexto, discretizagdes geométricas, somas de Riemann e somatorios telescopicos constituem
estratégias capazes de aproximar a formulacdo continua sem recorrer diretamente ao calculo
integral.

Além do estudo do disco circular, torna-se igualmente interessante investigar distribuicoes
de carga associadas a geometrias menos simétricas. Entre elas destaca-se o disco eliptico, cuja
descricdo envolve dois semieixos distintos e permite analisar como a excentricidade influencia o
potencial eletrostdtico ao longo do eixo de simetria. A investigacdo desse problema amplia a
compreensdo da influéncia da geometria sobre sistemas eletrostaticos e estabelece uma conexao
natural entre o caso circular e sua generalizagao eliptica.

Diferentemente da formulagao tradicional, baseada diretamente no célculo diferencial e
integral, a metodologia proposta neste trabalho utiliza discretizacdes geométricas, somatorios
finitos e propriedades algébricas para reconstruir a expressao do potencial eletrostdtico. Essa
abordagem procura preservar a interpretacao fisica do problema ao mesmo tempo em que reduz
a complexidade matematica envolvida, permitindo uma generalizacao natural do disco circular
para o disco eliptico. Dessa forma, o presente trabalho propde uma abordagem baseada em
discretizacdo geométrica para o cdlculo aproximado do potencial eletrostatico gerado por discos
circulares e elipticos uniformemente carregados. Inicialmente, desenvolve-se uma formulacdo
para o caso circular utilizando somatdrios finitos e estruturas telescopicas capazes de reproduzir
resultados conhecidos da literatura. Em seguida, a metodologia é generalizada para a geometria
eliptica por meio da introdu¢do de coordenadas apropriadas e da andlise das correcdes associadas
a excentricidade da distribuicao.

Além da contribui¢do matemadtica e fisica associada ao problema estudado, busca-se
oferecer uma alternativa didatica para a apresentacdo de conceitos tradicionalmente introduzidos
por meio do célculo integral. Espera-se que a metodologia desenvolvida funcione como uma
ferramenta complementar no ensino da eletrostatica, favorecendo uma compreensao mais intuitiva
da construcdo do potencial eletrostatico e da relagdo entre discretiza¢des, somatdrios e integrais.

Para o caso particular de um disco circular uniformemente carregado, essa formulacao
conduz a conhecida expressao analitica para o potencial ao longo do eixo de simetria, apresentada
e discutida no Capitulo 4. O presente trabalho investiga uma forma alternativa de obter esse
mesmo resultado utilizando exclusivamente ferramentas de matematica elementar, estendendo

posteriormente essa metodologia ao caso de um disco eliptico.
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2 Objetivos

2.1 Geral

Utilizar a matemadtica elementar para calcular o potencial eletroestdtico de um disco

circular e eliptico a partir de aproximac¢do matematica.

2.2 Especificos

Obter base tedrica do ensino do potencial eletroestdtico dentro da graduacdo;

* Compreender matematicamente a fisica por trds do estudo do potencial eletroestatico;

Obter a equacdo do potencial eletroestatico para um disco circular, utilizando a matematica

elementar, sem o uso de calculo diferencial e integral;

* Aproximar a partir da equagdo do potencial eletroestatico para um disco circular a equagao

para um disco eliptico.
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3 Referencial Teorico

3.1 Fundamentos do Potencial Eletrostatico

O potencial eletrostatico € uma grandeza escalar que representa a energia potencial por
unidade de carga em um campo elétrico. O potencial V' devido a uma distribui¢do continua de

carga € obtido pela integracdo da lei de Coulomb, sendo:

_ o)
Vir) = dmeq / |r — 1| a4 )

onde o(r’) é a densidade superficial de carga e |r — r’| representa a distincia entre o ponto de
observacgdo e o elemento de carga (GRIFFITHS, 2011).

Sabe-se que o potencial é uma ferramenta conceitualmente poderosa, pois permite deduzir
o campo elétrico a partir do gradiente negativo do potencial NUSSENZVEIG, 2015). Assim, o
estudo do potencial oferece uma compreensiao mais profunda das relacdes entre energia, campo

e simetria em sistemas eletrostaticos.

3.2 Potencial Eletrostatico de Um Disco Circular Uniformemente Carre-

gado

O calculo do potencial gerado por um disco circular uniformemente carregado ¢ um
problema cldssico da eletrostdtica. A simetria axial desse sistema permite utilizar sem problemas
o célculo integral, resultando numa expressao exata para o potencial ao longo do eixo de simetria,
sendo:

Viz) = 2%0 (\/R2 + 22 — |z|> (2)

em que 12 é o raio do disco e z a distancia do ponto considerado ao plano do disco
(GRIFFITHS, 2011). O estudo do disco circular é uma etapa fundamental para a introdugdo dos
conceitos de campo e potencial em contextos didaticos.

Esse resultado € amplamente conhecido nos livros universitarios de fisica geral 3, no
entanto nés podemos chegar a esse mesmo resultado utilizando o método de discretizagdo em
N-anéis, aplicando a somatdria e suas propriedades, sem recorrer ao cdlculo integral. Mostramos

esse método a continuacao.
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3.3 Somas Telescopicas

As somas telescOpicas constituem uma classe especial de somatorios finitos caracteri-
zados pelo cancelamento sucessivo de termos intermedidrios, restando apenas contribui¢des
associadas aos extremos da soma, este tipo de estrutura ocorre quando os termos do somatério
podem ser escritos como diferencas entre valores consecutivos de uma fungdo, as somas telesco-
picas possuem ampla aplicacdo em diferentes dreas da matemdtica e da fisica, destacando-se
principalmente por simplificar somatorios finitos, demonstrar o estudo de séries numéricas,
aproximar integrais por somas discretas € demonstrar o uso de métodos algébricos em fisica

tedrica (RIFO, 2014).

Exemplo

Calcule:

S—1+1+1—%1+1—% + L
2 6 12 20 30 9900

Se observarmos bem, temos:

11 11
2 1x2 1 2
11 1 1
6  2x3 2 3
11 101
12  3x4 3 4
1 1 1 1

9900 99 x 100 99 100

Obtendo assim o padrio:

g\~ (11 3
_Z<E_k+1> 3)

Aplicando o somatdrio:

(D D (et
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Os termos intermediarios se cancelam, restando:

S=1-—— 4)

Se N = 99, teremos que:

1 1 99
—1— -1 — =77
S 99 +1 100 100 ©®)

Esse exemplo evidencia como uma soma aparentemente complexa pode ser reduzida a

uma expressao simples por meio da estrutura telescépica.

3.4 Transformacoes Lineares de Coordenadas

Em muitos problemas da fisica matemadtica, especialmente em eletrostatica, € conveniente
reescrever as equacodes em sistemas de coordenadas que reflitam a simetria do problema. As
transformacdes de coordenadas permitem simplificar a expressdo das distancias e dreas, tornando
vidvel a solucdo analitica ou aproximada de integrais e somatorios (BOAS, 2006).

No caso de um disco circular, a simetria radial sugere o uso de coordenadas cilindricas
(r,0,z), onde cada elemento de drea é dado por dA = rdrdf. Ja para o disco eliptico, a
geometria € melhor descrita em coordenadas elipticas, que podem ser definidas a partir de

transformacoes lineares entre os eixos x € y, conforme:

2 2
x—2+y—=1, coma > b, (6)
a b?

onde a e b s@o os semi-eixos da elipse.

Tais transformacgdes ndo apenas modificam as varidveis, mas também o elemento di-
ferencial de drea, o que deve ser levado em conta no cdlculo de integrais ou somatorios que
representam o potencial elétrico (STEWART, 2016). Assim, em vez de um raio constante 7, a
distancia ao ponto de observacdo € reescrita em termos de funcdes que dependem de a, b e do
angulo 6.

A compreensdo dessas mudangas de varidveis € fundamental para a generalizacao do

modelo circular ao eliptico, pois permite descrever corretamente a distribuicdo de carga e a

geometria dos anéis homotéticos usados na discretizagdo.
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3.4.1 Parametrizacao da Geometria Eliptica por Transformacao Linear

Em diversos problemas da Fisica Matematica, a escolha adequada do sistema de coor-
denadas desempenha papel fundamental na simplificacdo do tratamento matemadtico de uma
determinada geometria. No estudo do potencial eletrostético de distribui¢des continuas de carga,
¢ conveniente utilizar sistemas de coordenadas que respeitem a simetria do problema, permitindo
representar a geometria da distribui¢do de forma mais natural (BOAS, 2006).

No caso do disco circular, a simetria radial permite descrever cada ponto através das
coordenadas polares, uma vez que essa geometria apresenta simetria em torno do eixo de rotacao.
Essa escolha simplifica significativamente a descri¢do da distribui¢do de carga e do célculo do
potencial eletrostatico (GRIFFITHS, 2011).

De x e y, temos:

r = rcosb; (7

y = rsind, (8)

onde r representa a distdncia ao centro do disco e 6 o angulo polar.
Como o disco possui raio maximo R, € conveniente introduzir uma coordenada radial

adimensional,

r = Rp, 0<p<l. ©)

Dessa forma, as coordenadas do disco circular passam a ser escritas como:

xr = Rpcosb; (10)
y = Rpsiné. (11)

Essa parametrizacdo descreve todo o interior do disco, sendo que p = 1 corresponde a sua borda
e valores menores representam circunferéncias concéntricas internas.

Para generalizar o problema para uma geometria eliptica, realiza-se uma transformacao
linear independente sobre cada eixo cartesiano. Transformacdes desse tipo sao amplamente
utilizadas para adaptar sistemas de coordenadas a geometria do problema, preservando sua
estrutura matematica e simplificando o desenvolvimento analitico (BOAS, 2006).

Essa transformacgdo consiste em escalonar o eixo x pelo semi-eixo maior a € o eixo y
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pelo semi-eixo menor b, preservando a orienta¢do angular da distribuigdo.
Matematicamente, essa transformacdo pode ser escrita na forma matricial como
x a 0 pcosf
= , (12)
Y 0 b psin 6
da qual resulta diretamente a parametrizacao
xr = apcosd, (13)
y = bpsind. (14)

Observa-se que essa transformacao preserva a estrutura radial do problema, deformando

apenas as escalas dos eixos coordenados.

Dessa maneira, cada circunferéncia do disco circular é transformada em uma elipse

semelhante, formando uma sequéncia de anéis elipticos homotéticos.

Substituindo essas expressoes na equacdo geral da elipse, obtém-se

? yr a?pPcos’d  bPpPsin®l
2T T & T w
ou seja,
2 2
¢y :
P + i P’ (60829+sm20) )

Utilizando a identidade trigonométrica,

cos? +sin® 0 = 1,

segue que,

a? b2

Assim, quando:

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)
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obtemos

2 2
z )
2 + ” =1, (20)
que representa exatamente a fronteira da elipse.

Por outro lado, para

0<p<l, 21)

obtém-se elipses semelhantes e concéntricas a elipse externa, permitindo dividir toda a distribui-
cdo de carga em sucessivos anéis elipticos homotéticos.

Essa parametrizacio serd utilizada na metodologia desenvolvida neste trabalho para des-
crever a posi¢ao de cada elemento de carga da distribui¢c@o eliptica. A partir dessas coordenadas
serd possivel determinar o vetor posi¢cdo, calcular a distancia entre cada elemento de carga e o
ponto de observagdo sobre o eixo de simetria e construir a formulagdo discreta utilizada para a
obtencdo do potencial eletrostatico.

Transformagdes de coordenadas constituem uma ferramenta matematica importante para
adaptar a descri¢do analitica as simetrias geométricas de um problema, simplificando expressoes

algébricas e permitindo mudancas de varidveis convenientes (STEWART, 2016; BOAS, 2006).
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4 Metodologia

A metodologia desenvolvida neste trabalho consiste na constru¢do de um modelo discreto
para a determinagdo aproximada do potencial eletrostdtico produzido por distribui¢des superfici-
ais de carga. Diferentemente da abordagem cléssica, baseada na integracao continua da Lei de
Coulomb, propde-se a discretizacdo geométrica da superficie carregada em um conjunto finito
de elementos, permitindo substituir integrais por somatorios finitos. A estratégia € inicialmente
aplicada ao disco circular e posteriormente estendida ao disco eliptico mediante uma transfor-
macao linear das coordenadas e a utilizacdo de anéis elipticos homotéticos. O procedimento
matemadtico fundamenta-se na combinacdo de discretizagdo geométrica, aproximagdes assin-
téticas, expansdes em série de Taylor e reorganizagdo algébrica dos somatdrios em estruturas

telescopicas.

4.1 Discretizacao do Disco em Anéis Concéntricos

Seja um disco circular de raio R e densidade superficial de carga ¢ dada por:
X*+Y?=PR%. (22)

Queremos calcular o potencial eletrostatico gerado por ele ao longo do eixo de simetria
Z, para isso fazemos a particdo em anéis de cargas como se mostra na figura 1. A escolha
de anéis concéntricos decorre da simetria axial do problema. Cada anel possui todos os seus
elementos de carga a mesma distancia radial do eixo de simetria, permitindo que sua contribui¢ao
para o potencial seja tratada de forma uniforme e reduzindo significativamente a complexidade

algébrica do desenvolvimento.
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P(0,0,2)

Figura 1: Parti¢do do disco circular em anéis concéntricos.
Dividimos o disco em N-anéis circulares concéntricos, cada um com largura:
R

AT:N, re =kAr, k=0,1,2, .., N—1

Com o raio médio sendo:

Ar
Logo, a carga associada a cada anel sera:
Aqgp = 0 AS, = o2nrAr. (24)

Assim, o potencial eletroestdtico do k-ésimo anel sobre o eixo Z serd:

dmeg /22 + 72 2€0 /22 4T3

Logo o potencial em (0, 0, z) serd a soma de cada elemento de carga das parti¢cdes em anéis, o

que se pode escrever como uma soma finita:

N-1

rkAr

pardRVE —1—7"

Como pode-se considerar Ar muito pequeno quando N € grande, entdo podemos transformar

_O’
*2

(26)
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essa somatdria numa soma telescopica a partir de cada termo da somatdria da seguinte maneira.

Como 71 = Ty + Ar, podemos considerar a seguinte fungio:
f(r)=vz2+r2 27

Podemos calcular exatamente a diferenga entre dois termos consecutivos:

f(rig) — =22+ (1 + Ar)2 — /22 412 (28)

Multiplicando e dividindo pelo conjugado no lado direito da equacao:

224+ (r, + Ar)?) — (22 + 12 2rc AT + (Ar)?
Flrenn) - flry = St B G 47D i G e
V2 + e+ Ar)2+ /2242 /224 (224 Ar)2 4+ /22 + 1]
Como Ar < i, (particdo fina), entdo, temos que no numerador:
2rAr + (Ar)? = 2r,Ar. (30)

E no denominador:

\/z2 (rp + Ar)? \/z2—|—7“ ~2\/22+rk (31

Assim, essa diferenga da funcdo entre os termos consecutivos resulta, com bastante aproximagcao:

5 reAr
flrisr) — = /224, — 2R \/m (32)

E voltando ao potencial, temos agora que:

Vi(z) ~ 2%0 {\/22 +rig — 22+ rk} (33)

0

2

il

O que representa uma soma telescopica, isto €, os termos intermedidrios da somatdria sao

cancelados, ficando sé os termos extremos. Podemos mostrar isso na seguinte secao.
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4.1.1 Expansao da Soma Telescépica

Considere o somatorio:

=

{\/Zz TRy rﬁ} | (34)

Para compreender sua estrutura, expandimos explicitamente os termos de k, para k = 0:

V22412 — )22+

e
i

0

Parak =1
Para k = 2:
Para k = 3:
Parak =N — 1:

Somando todos os termos, obtemos:
{\/2274—7“2— z2+r§}+{ z2+r§—\/m] +
+{\/22+r§—\/z2+r§}+{\/z2+r§—\/zz+r§} +
+~~~+[\/z2+r12v—\/22+r12\,1].
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Reorganizando os termos:

— /2241 V22?2 — V2242 + (224 — 22+t
+ o g 22— 2R+ 2+

Observa-se que ocorre cancelamento entre termos consecutivos, pois:

V2412 — V22412 22413 — /2240, \/Z2+T]2V_1—\/ZQ+T]2V_1.

Assim, restam apenas 0s termos extremos:

N-1
{,/22—%7’2“ — \/224—7”,%} = —\/z2+r§+ \/z2+r?\,.
k=0
Organizando:
N-1
{\/22—%7“2“ — \/zz—l—r,%} = \/z2+r]2\,— \/z2+r§.
k=0

Esse resultado caracteriza uma soma telescopica, na qual os termos intermedidrios se
cancelam, simplificando significativamente o somatdrio.

Para o potencial, obtemos entdo:

V(z)%%o [\/22—1—7"]2\,—\/2'2—1—7”3] : (35)

Lembrando que nas parti¢des do disco em anéis, 7o = 0 e ry = R, com isso o resultado é:
V() ~ 21 [\/22 TR \/z_2] , (36)
€o
Ou,

V() ~ 2i [\/22 TR yz|] . 37)

€0

Onde (37) € o mesmo valor para o potencial obtido pelo cdlculo integral. Diferentemente
da abordagem continua, o método discreto introduz certos erros que podem impactar o resultado

a depender das condigdes adotadas, tais como a largura Ar do anel e a distdncia Z analisada, por
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isso, o valor obtido é aproximado.

Este método, e possivelmente outros que nao envolvem cdlculo integral, somente matema-
tica elementar como teoria dos niimeros, séries, aproximacoes, etc..., podem ser implementados
no ensino médio, sobre tudo para torneios de Olimpiadas de Fisica, onde métodos de solucdes
deste tipo de problemas devem ser implementados sem o célculo integral.

Dentro do trabalho, as somas telescOpicas surgem naturalmente ao se discretizar o disco
circular em anéis concéntricos. O potencial eletrostatico, inicialmente expresso como um
somatodrio das contribui¢cdes de cada anel, pode ser reescrito como uma soma de diferencas
sucessivas de uma funcio adequada.

Essa reinterpretacao permite transformar um somatdrio aparentemente complexo em uma
expressdo simples dependente apenas dos limites da particdo. No limite em que o nimero de
anéis tende ao infinito, o resultado obtido coincide com aquele derivado pelo cdlculo integral,
evidenciando a consisténcia da abordagem discreta adotada.

Dessa forma, o uso de somas telescopicas ndo apenas simplifica o tratamento matemé-
tico do problema, mas também reforca a interpretacao fisica do potencial como resultado da

superposicao de contribui¢des elementares.
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4.2 Potencial Eletroestatico Aproximada Para o Disco Eliptico

Observa-se primeiramente o comportamento do disco circular para depois fazer a genera-

lizag@o para o disco eliptico, onde aproxima-se.

Zl\

Figura 2: Disco eliptico particionado em anéis infinitesimais.

Quando o disco circular € substituido por um disco eliptico, a simetria do sistema é
reduzida, e as integrais envolvidas tornam-se mais complexas. No entanto, € possivel aproximar
o comportamento do potencial de um disco eliptico por meio de discretizagdes geométricas
(BOAS, 2006), dividindo a elipse em anéis homotéticos e aplicando argumentos puramente
algébricos.

Essa técnica permite obter resultados satisfatérios sem recorrer ao cdlculo integral,
utilizando apenas ferramentas de matemaética elementar, como somatdrios e expansoes binomiais.
Esta abordagem € coerente com os métodos de aproximacdo (BOAS, 2006), que enfatiza o uso
de séries e limites para representar sistemas continuos.

Neste trabalho, o disco eliptico serd tratado como uma sequéncia de anéis finitos com
distribuic@o de carga homogénea, apds aplicarmos a metodologia do trabalho, espera-se obter
resultados aproximados satisfatérios. No final, serd discutido o método aplicado no trabalho, com
suas vantagens e compararemos com 0s resultados do método por integracio, considerando a

excentricidade da elipse e a posicao ao longo do eixo Z onde € avaliado o potencial eletrostético.



4 Metodologia 24

4.2.1 Discretizacao do Disco Eliptico por Particoes

Da geometria eliptica temos que analisar as contribui¢des angulares dadas por py, e 0;,

juntamente com as contribuicdes para cada anel assim como fizemos para o disco circular:

Z A
Z
= ] .
Ty b
0 Y
Pk

X

Figura 3: Andlise geométrica do disco eliptico.

a partir dela, pode-se verificar algumas condi¢des para podermos analisar o caso eliptico,
onde,

k
;pel0 1] Ap=

P =77 (33)

1
Na

com pj; sendo a contribui¢ao angular que varre a elipse, sendo 0 < p < 1 e N sendo o
nimero de anéis que formam nossa elipse.

Tiramos também, os termos:

2 2
@:%;Aezﬁﬂ;eem,m, (39)

com ¢; sendo os termos angulares dos anéis, onde 0 < 6 < 27 e M corresponde ao niimero de
cada pedaco particionado dos anéis.
Definimos entdo da nossa figura 3, que R, ; = 7 — r’, mas primeiramente, partiremos da

parametrizagao:

x = apcosh ; y = bpsenb. (40)
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A escolha dessa parametrizaciao permite descrever toda a regido interna da elipse através
das varidveis adimensionais p e 6.

Quando p = 1, obtém-se a borda da elipse:

2 2
Y
P + 2= 1, 41)
enquanto valores 0 < p < 1 descrevem elipses semelhantes e concéntricas contidas no
interior da regido.
Dessa forma, a varidvel p desempenha papel andlogo ao raio polar utilizado no caso

circular, onde 17 = apcosti — bpsenf] e 7 = zk, assim, substituindo em ﬁk,j, teremos:
ék,j = 2k — appcosty] — bprsenty). (42)

Do modulo de ﬁk ;> dado por:

|§k3| = \/22 + a?pcos?Oyj + b2 plsen?0y], (43)

e da equacdo para o potencial elétrico:

1 Aij

e Ryl

(44)

kj

determinaremos as varidveis da equacdo, primeiramente para Agy; = 0 A Ay, com o valor

de AA; sendo:
AAg = abpr ApAb. 45)
e, substituindo na equagdo para o elemento de carga, teremos entao:
Aqr = cabpr ApAb. (46)

Assim, o potencial procurado serd dado por:

1 oabprApAb

Ameo \/22 + a2picos?Oy; + b2 plsenOy;

(47)

AVM -
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organizando,
1 bpr ApAH
AV, = TP . (48)
dmeg \/22 + p2(a2cosOy; + b2sen20y;)
Logo, o potencial total em 2 serd dado por:
2595 i @)
V. 47T€0 — = \/22 + pi(a?cos?Oy; + bQSenQHk])

A dependéncia angular presente no denominador pode ser simplificada utilizando identi-
dades trigonométricas. Essa etapa € particularmente conveniente porque permitird posteriormente
calcular médias angulares e identificar quais termos contribuem efetivamente para o potencial.

De a*cos®0y; + b?sen?0y;, podemos reescrever os termos cos? 6; e sen®6; como:

1+ cos260

60826]' = T, (50)
1— 20
senQGj = %, (51)

multiplicando o termo de cima a? e o de baixo por b*:

a® + a’cos20

a200529j = #; (52)
b? — b2cos20
b2$en29j = %, (53)

somando as equagdes:

a? + a%cos20  b* — b2cos20

a’cos*0; + b?sen®0; = 5 + 5 ; (54)
2 b2 2 _ b2 29,
a20052<9j + bzsen26j = % + 5 + (a 2>COS - (55)

Com o resultado obtido, substituindo em V. :

N M-1
ApAb
" 40ZZ T (56)
T€EQ k=1 j—=0 \/22+pz(a —2&—b + (a fb2)cos Gj)
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Organizando:
Do o= = ApAd
v, = Z % PEEP 2 (57)
€0, 1 =0 \/22 + ,02“ =L o2 (a ;”b c0s%0;
e definindo:
2 b2 2 b2
Av=2 4 (T 5= (58)
2 2
podemos ver que,
N M-1
b ApAb
.= 2y per , (59)
Ameo 1= =5 /22 + Ap + ppdcos?;
com isso, trabalhando apenas com o somatdrio:
(60)

Z \/Ak + pk(500529

como definimos anteriormente que | Ry, ;| = /22 + a®picos®0xj + b2 pi sen?6j, temos entdo

que:

1 1
|§k,j| \/Ak + picosQHj ,

simplificando o termo Ay:

1 B 1 ‘
| Bk \/Ak(l + Z—Q’Z(SCOSZQJ-)
. 1
| Brj| =

VA1 + %500526]-

onde,

com ¢, sendo a excentricidade da nossa elipse.

(61)

(62)

(63)

(64)

Para valores moderados da excentricidade da elipse, o parametro €, permanece menor
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que a unidade em todo o dominio de integracdo. Nessa situagdo, a funcdo

(1 + e cos 26;) 712,

(65)

pode ser representada por sua série de Taylor em torno de ¢, = (0. Tal aproximagao permite

separar explicitamente as contribuicdes angulares das contribui¢des radiais. O método abordado

a partir desta andlise utiliza as médias angulares dos anéis para lidar com a excentricidade da

elipse (TREFETHEN; WEIDEMAN, 2014). Esse procedimento permite encontrar e isolar com

mais eficdcia o termo corretivo gerado nessa etapa.

Assim:

1 1 1

\Ekjy B VA /T + epcos20;

Da expansado de Taylor dada por:

1 3 5
1 -1/2 _ 1 _ = O 2
(1+2) 5T T8 T 16

expandiremos entao R‘L para seus valores médios, assim:
ki

1 1

= < (1 + ercos20;) 1% >,

<>
| R VA

de < (1 + excos20;)~1/?>, tiramos:

1 3 5
< (14 ec0s20;) 72 >=< 1~ §€k00826j + g(ekcos29j)2 - E(chosHj)S + ...

para os valores médios da expansao:

1 3
< (14 epc0s20;,)7 V> = <1> —56 < cos26; > +§€2 < cos*l; > +

5
—1—6€i < c0s°20; > +...

3,51
< (1+6k00529j)’1/2> = 1—0+§6z§+0—...

—m3+...

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

(71)
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entao,
_ 3 3 [ p2d?
< (1+erc0s20,) 2 > ~ 1+ 1—6€§ T (jl_i : (72)
ded = “QEbQ, obtemos finalmente:
3 ot (g2 — 12
< (14 epcos20;,)71? > ~ 1+ —&M. (73)

16A2 4

Observa-se que a primeira corre¢do ndo nula aparece apenas na ordem quadratica em ey.
Isso ocorre porque as contribui¢des lineares apresentam simetria angular e cancelam-se ao longo
de uma volta completa na elipse. Assim, os efeitos da deformacao eliptica surgem apenas como

corre¢Oes de segunda ordem em relagcdo ao caso circular, logo:

1 1 3 Pk, 2 g2
= 14+ ——=(a"=b%)]. 74
< Ry > \/Ak{ +64Ai(a ) 74)
Teremos entdo para o somatorio:
M-1
A 2
A = — (75)
1 ) )
=0 < R_kg > M
organizando e operando,
M-1
2 1 2 M
ill S = o (76)
Mj:0<Rkj> M<Rkj>
N~ 1 2 o
M ‘= < Ry > < Ryj >
Logo, para o potencial total, teremos agora que:
N
abo 2m
V = Ap———; 78
(2) o ;pk ey (78)

N
abo2m PrAp
= . 7
V() 4reg — < Ry; > (79)
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Assim, chegando no resultado:

_ abo N pAp 3 ,(a® —1?)?
™ [Z (st )| w

Com isso, (80) é a equacdo do potencial eletroestitico obtida para a elipse, com a

- 2_ p2)2 . . o, .o -
expressao (1 + 6—1 pi (a v ) ) sendo o termo corretivo que ird surgir justamente pela expansao
k

das medidas angulares da elipse.

Com essa parte definida, temos que para o caso onde a = b = R, a equagdo passard a ser:

N

_ abo JNA 3 ,(R*— R?)?

V(z) - 260 Z 5 Y | Rer R (1 + 64pk AQ . (81)
k=1 4/ 2% + pi (—2 ) k

Pois nesse limite, a excentricidade da elipse desaparece e a geometria reduz-se exatamente

a um disco circular de raio 12 e como consequéncia,
a’> —b* =0, (82)
entao,

N
T P 3 PLAP x 1 (83)

20 [iS \J22 4 g (25

fazendo com que todos os termos corretivos provenientes da expansio angular desapare-

cam, e para o termo dentro da raiz:
a’ +b? 2R?
pr ( 5 ) = pi (T) = pi R, (84)

nos levando diretamente a equacao:

N
_oab PrAp
V() = 5 ;; Nears (85)

Assim, o potencial reduz-se entdo a expressao ja obtida para o disco circular uniforme-

mente carregado, demonstrando a consisténcia do desenvolvimento realizado.
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4.2.2 Soma telescépica para a elipse

Observa-se que o termo principal do potencial possui estrutura semelhante aquela obtida

para o disco circular, com isso, definimos a funcao auxiliar,

f(p) = V22 + R?p*.

Logo,

floka) = fpr) = \/ 22+ R2pi,, — £/ 2% + R%p}.

Multiplicando pelo conjugado, obtemos:

2 R22 ) — (224 R2p2
fpr+1) — flpr) = (=* + R?pi 1) — (22 + Bp})

Simplificando o numerador,

R*(ppoy — %)

f(prsa) — fpr) =

Como,
Pr+1 = pr + Ap,
segue que,
Pt — P = 2080 + (Ap)*.
Substituindo p,, — pi em (89),

flporaa) = flox) = R? (2peAp + (Ap)?)

\/ 22+ R, + /22 + R%p;,

\/ 22+ R2pi . + /22 + R}

\/ 22+ R2pi . + /22 + R?p;

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

O

(92)

Para parti¢des suficientemente finas, o termo (Ap)? torna-se desprezivel em comparagio
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com p;Ap, além disso,

\/,zz—l—RQpiJrl - \/z2+R2pi ~ 24/ 22 + R?p3. (93)

Dessa forma,

A
Florsr) — Flpr) ~ R2—LE22 (94)

ou, equivalentemente,

Portanto,

N

Z prAp

NEE pk f(prs1) — f(pr)]- (96)

%IH
IM-

Substituindo novamente a defini¢ao de f(p),

N N
prAp 1 Z [ \/ 5
Z — 24 R, — 22+ Rl 97)
2 k+1 k
— /22 + R*p} “ R —
Expandindo explicitamente os primeiros termos do somatorio, obtemos

N
w3 [V - o] = [ (Vo ma- e m) + o
k=1

(- A+ (b - 7)), o0

observa-se que os termos intermedidrios cancelam-se sucessivamente, restando apenas os termos

das extremidades.

Assim,

N
1 1
— g |:\/ZQ + R2pi., — /22 —i—R?pi] =72 [\/22 + R?p%,,, — \/z2 - RQp%] . (100)

k=1
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No limite de parti¢des cada vez mais refinadas, temos:
p1— 0, pN+1 — 1 (101)

Portanto,

Z \/Zf’figz ~ L [\/zz TR yz\] . (102)

Substituindo este resultado na expressao do potencial, obtemos entao:

oab 1
V)~ G VR -], (103)

onde R € o raio efetivo e os termos ab os raios da elipse.
Finalmente, se a ~ b = R pode-se simplificar k2, com isso, obteremos o valor para o

potencial da elipse, sendo:
V() ~ 21 [\/22 Yy yz|] , (104)
ou,

o
V() ~ o [\/zQ TR z] . (105)
€0
A expressao obtida para o potencial eletrostdtico pode ser interpretada como a soma de
uma contribuicao principal, associada a geometria média da distribuicdo de carga, e de uma
correcdo decorrente da excentricidade da elipse. Essa correcao surge naturalmente da expansao
em série do fator angular presente no denominador do potencial.

Do resultado que foi obtido para o potencial da elipse em (80),

N

402 712\2
Viz) = 2% 3 PLAP {1 L 3ol b ] : (106)
)

2
20 15\ J22 + PR o A

onde,

2 b2
Ak:z2+p§<a + ) (107)
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Observa-se que o termo corretivo depende do fator,
(a® = b%)?, (108)

o qual mede o afastamento da geometria eliptica em relacdo ao caso circular. Quanto mais
proximos forem os semi-eixos a e b, menor serd a contribui¢io dessa corre¢ao.

Em particular, para o caso circular,
a=b=R, (109)
segue que,
(a® = b%)* =0, (110)

fazendo com que todos os termos corretivos desaparecam identicamente. Dessa forma,
recupera-se exatamente a expressao obtida para o disco circular uniformemente carregado.

Além disso, nota-se que a primeira contribuicao nao nula da deformacao eliptica surge
apenas em segunda ordem. Isso ocorre porque os termos lineares da expansdo apresentam média
angular nula ao longo de uma volta completa na elipse. Consequentemente, pequenas deforma-
coes da geometria circular produzem apenas pequenas alteragdes no potencial eletrostatico ao
longo do eixo de simetria.

Fisicamente, esse resultado indica que o potencial € relativamente pouco sensivel a
pequenas variagoes da forma geométrica da distribui¢do de carga. Assim, para elipses de baixa
excentricidade, a expressao principal obtida por meio da soma telescOpica fornece uma excelente
aproximacao para o potencial eletrostatico, enquanto o termo corretivo representa um refinamento

associado a perda da simetria circular.
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5 Resultados e Discussao

5.1 Validacao Para o Disco Circular

A validagdo da metodologia desenvolvida neste trabalho pode ser realizada por meio da
comparagdo entre o resultado obtido pela abordagem discreta e a solu¢do cldssica encontrada na
literatura para o potencial eletrostatico de um disco circular uniformemente carregado.

Partindo da expressao geral do potencial eletrostatico para uma distribui¢do continua de

carga,

V(r) ! /%, (111)

47T€0

e considerando um disco circular de raio R e densidade superficial uniforme o, a abordagem

tradicional baseada em célculo integral conduz ao resultado,

Vi) = 2= (m_ z) . (112)

- 280

Por outro lado, a metodologia desenvolvida neste trabalho baseou-se na discretizacdo geométrica
do disco em anéis sucessivos, substituindo a integral continua por um somatério finito. A partir
dessa discretizacao foi possivel construir uma estrutura telescépica que permitiu simplificar o

somatorio e obter a expressao,

Vi)~ L (m - z> . (113)

280

Observa-se que o resultado obtido coincide com a solucao cléssica da literatura. Essa
concordancia demonstra que a discretizacdo empregada preserva adequadamente a fisica do
problema e reproduz corretamente o comportamento do potencial eletrostatico ao longo do eixo
de simetria do disco.

Embora ambas as abordagens conduzam ao mesmo resultado final, existem diferencas
conceituais importantes entre elas. A solucdo integral parte diretamente da descri¢ao continua da
distribui¢do de carga, exigindo ferramentas de cdlculo diferencial e integral para sua resolugao.
Em contrapartida, o método desenvolvido neste trabalho utiliza apenas conceitos de geome-
tria, dlgebra e somatérios finitos, permitindo reconstruir o resultado conhecido sem recorrer

explicitamente as técnicas tradicionais do cdlculo.
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Além disso, a abordagem discreta evidencia de forma mais intuitiva a contribui¢do indivi-
dual de cada elemento da distribui¢cdo de carga para o potencial total. Enquanto a formulacao
integral descreve o sistema como um continuo, a discretizacao permite interpretar fisicamente o
potencial como a soma das contribui¢cdes produzidas por sucessivos anéis carregados.

Outro aspecto relevante é que o procedimento utilizado aproxima-se naturalmente do
conceito de soma de Riemann. A medida que o ndmero de divisdes aumenta e (Ap) tende a zero,
o somatdrio converge para a integral correspondente, estabelecendo uma conexao direta entre a
matematica elementar utilizada neste trabalho e a formulacdo continua cléssica.

Do ponto de vista pedagdgico, essa caracteristica apresenta particular interesse, pois
possibilita introduzir conceitos avancados da eletrostética utilizando ferramentas matematicas
mais acessiveis para estudantes que ainda nao tiveram contato formal com o cédlculo diferencial e
integral. Dessa forma, o método proposto ndo deve ser visto como um substituto da abordagem
integral, mas como uma alternativa complementar capaz de fornecer uma compreensao mais
intuitiva dos processos fisicos e matematicos envolvidos.

A equivaléncia entre os resultados obtidos pelas duas metodologias constitui, portanto,
uma importante evidéncia da validade da abordagem desenvolvida, ao mesmo tempo em que
reforca seu potencial como ferramenta didética para o ensino de eletrostitica e modelagem

matematica.

5.2 Generalizacao para o Disco Eliptico

Ap6s a validagdo da metodologia proposta para o disco circular, procede-se a sua extensao
para distribui¢des superficiais de carga com geometria eliptica. Essa generalizacao constitui a
principal contribuicdo deste trabalho, uma vez que a perda da simetria circular torna a determi-
nacdo do potencial eletrostético significativamente mais complexa quando comparada ao caso
classico.

No disco circular, a distancia entre cada elemento de carga e o eixo de simetria depende
apenas da coordenada radial, consequéncia direta da simetria rotacional da distribuicdo. No caso
eliptico, entretanto, essa distancia passa a depender simultaneamente das coordenadas radial e
angular, fazendo com que a contribuicao de cada elemento de carga varie ao longo da periferia
da elipse.

Para contornar essa dificuldade, adotou-se uma parametrizacao obtida por meio de uma

transformacao linear das coordenadas cartesianas, na qual cada circunferéncia do disco circular
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¢ deformada em uma elipse semelhante a fronteira da distribuicdo. Essa transformacao preserva
a estrutura geométrica da discretizacao, permitindo representar a superficie carregada por uma
sequéncia de anéis elipticos homotéticos.

A discretizagdo da distribuic¢ao superficial conduz novamente a um somatério das con-
tribui¢des produzidas por cada anel. Entretanto, diferentemente do caso circular, surge uma
dependéncia angular explicita no denominador da expressao do potencial. Essa dependéncia foi
tratada mediante a utilizacdo de identidades trigonométricas e posterior expansdo em série de
Taylor, vélida para valores moderados da excentricidade.

A anélise mostrou que os termos lineares associados a deformacgao da geometria apre-
sentam média angular nula quando considerados ao longo de uma volta completa sobre a elipse.
Em consequéncia, as primeiras corre¢oes efetivas aparecem apenas em segunda ordem na
excentricidade.

Esse resultado possui interpretacao fisica importante, indicando que pequenas deforma-
coes da geometria circular produzem apenas pequenas alteragdes no potencial eletrostatico ao
longo do eixo de simetria.

A expressao aproximada obtida para o potencial pode ser escrita na forma,

‘/elipse<2> = Ucircular(z) + 5‘/(6)7 (114)

ou seja, que o termo de corre¢do nessa aproximacao ¢é calibrado pela excentricidade
da distribuicdo, de tal forma que quando os semi-eixos da elipse a = b o termo corretivo €
cancelado. Esse comportamento demonstra que a generalizacao preserva corretamente o limite
fisico esperado, constituindo uma importante verificacdo da consisténcia matematica do método.

Além disso, observa-se que a metodologia discreta mantém sua estrutura original durante
todo o processo de generalizagdo. A discretizagdo em anéis, o cdlculo da contribui¢@o individual
de cada elemento e a reorganizacio do somatdrio por meio de estruturas telescpicas permanecem
validos mesmo apds a deformacdo geométrica da distribuicdo. Essa caracteristica evidencia que
o procedimento desenvolvido ndo depende exclusivamente da elevada simetria do disco circular,
podendo ser adaptado para geometrias mais gerais.

Do ponto de vista fisico, os resultados indicam que o potencial eletrostatico apresenta
baixa sensibilidade a pequenas deformagdes da geometria da superficie carregada. Dessa
forma, para elipses de pequena ou moderada excentricidade, a expressdo aproximada obtida

reproduz adequadamente o comportamento esperado do potencial ao longo do eixo de simetria,
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constituindo uma aproximagdo consistente da solu¢@o continua.

Por fim, essa generaliza¢do demonstra que procedimentos fundamentados em discretiza-
coes geométricas podem ser empregados para investigar problemas tradicionalmente tratados
por integrais, preservando simultaneamente a interpretacdo fisica e a consisténcia matematica
das solugdes. Tal caracteristica amplia o potencial de aplicacao da metodologia desenvolvida,
tanto em estudos tedricos envolvendo outras geometrias quanto em contextos didaticos voltados

ao ensino de eletrostatica.

5.3 Analise comparativa

A comparagdo entre as duas abordagens evidencia que ambas conduzem a mesma ex-
pressdo final para o potencial eletrostdtico do disco circular, embora, os caminhos matematicos
percorridos sdo distintos, na formulagdo integral, a solu¢@o € obtida por meio da determinagdo
de uma primitiva associada ao integrando. J4 na abordagem discreta, o resultado emerge do
cancelamento sucessivo dos termos de uma soma telescopica construida a partir da discretizagao
geométrica do sistema.

Essa equivaléncia sugere que a soma telescOpica desempenha, no contexto discreto,
um papel andlogo ao da integragdo no contexto continuo. Além de reproduzir corretamente
o resultado conhecido da literatura, a metodologia proposta fornece uma interpretacdo mais
intuitiva da contribuicdo de cada elemento da distribui¢do de carga para o potencial total.

Do ponto de vista didético, essa caracteristica torna a abordagem particularmente interes-
sante, pois permite discutir conceitos tradicionalmente associados ao cdlculo integral utilizando
apenas ferramentas de dlgebra, geometria e somatérios finitos. Dessa forma, o método desenvol-
vido pode ser visto como uma alternativa complementar a formulagao cldssica, contribuindo para
a compreensao conceitual dos fendmenos eletrostéticos e para o ensino introdutério da Fisica

Matematica.

5.4 Aplicacoes didaticas da metodologia proposta

Embora o principal objetivo deste trabalho seja a obtengdo de expressdes aproximadas
para o potencial eletrostético de distribuicdes circulares e elipticas de carga, a metodologia
desenvolvida apresenta também um potencial interesse didatico. Essa caracteristica decorre do
fato de que a construcao do modelo foi realizada utilizando predominantemente ferramentas de

matemaética elementar, evitando o uso direto do calculo diferencial e integral durante as etapas
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centrais da deducdo.

Tradicionalmente, o cdlculo do potencial eletrostdtico gerado por distribui¢des continuas
de carga € apresentado por meio de integrais. Embora essa abordagem seja matematicamente
rigorosa e amplamente consolidada na literatura, ela exige conhecimentos prévios de cédlculo que
nem sempre estdo disponiveis para estudantes em etapas iniciais da formacao académica. Como
consequéncia, muitos alunos acabam concentrando sua aten¢ao nos procedimentos algébricos
necessdrios para resolver as integrais, enquanto a interpretacdo fisica do problema torna-se
secunddria.

A metodologia proposta neste trabalho procura inverter parcialmente essa légica. Em
vez de iniciar pela formulacio continua, considera-se inicialmente uma discretizacdo geométrica
da distribuic@o de carga. Dessa forma, o potencial total surge naturalmente como a soma das
contribui¢des produzidas por sucessivos elementos carregados. Essa constru¢do aproxima o
estudante do significado fisico da superposi¢io de potenciais e permite visualizar de forma mais
concreta a contribui¢do de cada regido da distribui¢do para o resultado final.

Sob essa perspectiva, o processo utilizado pode ser interpretado como uma sequéncia
conceitual composta pela distribui¢dao continua, discretizagdao, somatério e o resultado fisico.
Posteriormente, ao considerar um nimero cada vez maior de subdivisdes, observa-se que os
somatorios se aproximam progressivamente da formulacao integral cléssica, estabelecendo a
sequéncia onde aplica-se o somatdrio, soma de Riemann e por fim a integral.

Essa relacdo evidencia que o cdlculo integral ndo surge como um conceito isolado,
mas como o limite natural de um processo de discretizagdo. Consequentemente, a abordagem
desenvolvida pode atuar como uma ponte conceitual entre conteidos de dlgebra, geometria e
calculo, favorecendo uma compreensao mais gradual das ideias matemadticas envolvidas.

Outro aspecto relevante esta associado a utilizacdo das somas telescOpicas. Enquanto na
abordagem continua a simplificagdo ocorre por meio da determinacao de primitivas e aplicagcdo
do Teorema Fundamental do Célculo, na formulacao discreta a simplificagdo surge através do
cancelamento sucessivo dos termos do somatdério. Essa analogia permite discutir conceitos
avancados de andlise matemadtica utilizando apenas operagdes algébricas elementares.

Do ponto de vista da formagdo de professores, essa caracteristica mostra-se particular-
mente interessante. Estratégias de discretizacdo semelhantes podem ser utilizadas para introduzir
topicos de eletrostética, potencial elétrico e integracdo em disciplinas de Fisica Geral, contribu-

indo para reduzir o grau de abstracio frequentemente associado a esses contetudos.
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Portanto, além de reproduzir resultados conhecidos da eletrostética cldssica, a metodolo-
gia proposta apresenta potencial para utilizacdo em contextos educacionais, funcionando como
uma ferramenta complementar para o ensino de Fisica Matemética e para a construcao intuitiva

dos conceitos que conduzem ao calculo integral.
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6 Conclusao

Neste trabalho foi desenvolvido um método aproximado para o cédlculo do potencial
eletrostatico produzido por discos circulares e elipticos uniformemente carregados utilizando
apenas ferramentas de matemadtica elementar. A abordagem proposta baseou-se na discretizagao
geométrica das distribuicdes de carga em anéis sucessivos, na utilizacdo de somatdrios finitos e
na exploragdo de estruturas telescopicas capazes de simplificar significativamente os calculos
envolvidos.

Inicialmente, o método foi aplicado ao disco circular, reproduzindo o resultado cldssico
conhecido da literatura sem recorrer explicitamente ao calculo diferencial e integral. Esse
resultado demonstrou a consisténcia da abordagem adotada e forneceu uma base sélida para sua
generalizagdo.

Posteriormente, a metodologia foi estendida para o caso de um disco eliptico. Por meio
da parametrizacido adequada da geometria eliptica, da discretizacdo em anéis homotéticos e da
utilizacdo de médias angulares, foi possivel obter uma expressiao aproximada para o potencial
eletrostatico ao longo do eixo de simetria. A andlise mostrou que a influéncia da excentricidade
surge como uma correcdo de segunda ordem, indicando que pequenas deformacdes da geometria
circular produzem apenas pequenas altera¢des no potencial.

Os resultados obtidos evidenciam que métodos discretos podem reproduzir com boa
precisdo comportamentos tradicionalmente obtidos por técnicas integrais. Além disso, a aborda-
gem desenvolvida apresenta potencial didatico significativo, pois permite introduzir conceitos
avancados da eletrostatica utilizando apenas conhecimentos acessiveis de dlgebra, geometria e
somatorios.

Por fim, espera-se que este trabalho contribua tanto para a compreensdo conceitual do
potencial eletrostatico em distribui¢cdes de carga ndo circulares quanto para o desenvolvimento
de estratégias pedagdgicas voltadas ao ensino de Fisica, aproximando a modelagem matematica

da formacao inicial dos estudantes.
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